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关于随机变量序列收敛性的一个注记 
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【摘要】在这篇注记中，我们将对随机变量序列的收敛性作一点探讨，主要动机是对论文（Convergence 
rates in the law of large numbers and new kinds of convergence of random variables, Communication in Statistics - 
Theory and Methods, DOI: 10.1080/03610926.2020.1716248）中提出的 6 个问题的前 5 个给出回答，并就相关

问题作一些讨论。 
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【Abstract】In this note, we will make some explorations on convergences of a sequence of random variables. 
The main motivation is to give the answers to five problems among six open problems introduced in the paper 
(Convergence rates in the law of large numbers and new kinds of convergence of random variables, 
Communication in Statistics - Theory and Methods, DOI: 10.1080/03610926.2020.1716248), and make some 
related discussions. 
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1 引言 
众所周知，随机变量序列的各种收敛性在概率

统计中发挥着重要作用。设 ( ), , PΩ F 为一概率空

间， }{ , , 1nX X n ≥ 为一列随机变量。我们有如下的一

些收敛性： 
 称 }{ , 1nX n ≥ 几乎必然收敛于 X ，如果存在

N ∈F 使得 ( ) 0P N = 而且 \ Nω∀ ∈Ω ， 
( ) ( )lim nn

X Xω ω
→∞

= ，记为 . .a s
nX X→ 或 

nX X→  . .a s . 
 称 }{ , 1nX n ≥ 依概率收敛于 X ，如果对任意

0ε > ， { }( )lim 0nn
P X X ε

→∞
− ≥ = ，记为 

P
nX X→ . 

 称 }{ , 1nX n ≥ pL 收敛于 ( )0X p > ，如果 
lim 0p

nn
E X X

→∞
 − =  ，记为

pL
nX X→ . 

 称 }{ , 1nX n ≥ L∞收敛于 X ，如果 
lim 0nn

X X
∞→∞

− = （其中，
∞
⋅ 表示本性上确界

范数），记为 L
nX X

∞

→ . 
 称 }{ , 1nX n ≥ 依分布收敛于 X ，如果对任意有界

连续函数 f ， ( ) ( )lim nn
E f X E f X

→∞
=       ，记为

d
nX X→ . 

 称 }{ , 1nX n ≥ 完全收敛于 X ，如果对任意 0ε > ，

{ }( )1 nn
P X X ε∞

=
− ≥ < ∞∑ ，记为 . .c c

nX X→

（此定义由论文[1]提出）。 
 称 }{ , 1nX n ≥ 强 pL 收敛于 X ( )0p > ，如果 

1

p
nn

E X X∞

=
 − < ∞ ∑ ，记为

pS L
nX X−→ ([3，

定义 1.4])。 
 称 }{ , 1nX n ≥ 强α −阶几乎必然收敛于 X  

( )0α > ，如果
1 nn

X X
α∞

=
− < ∞∑ . .a s ，记 

. .S a s
nX Xα −→ （[2，定义 1.1]）。 

 称 }{ , 1nX n ≥ 强 L∞收敛于 X ，如果 

1 nn
X X∞

∞=
− < ∞∑ ，记为 S L

nX Xα
∞−→ （[2，

定义 1.2]）。 
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 称 }{ , 1nX n ≥ 1S d− 收敛于 X ，如果对任意有界

利普希茨函数 f ， ( ) ( )1 nn
E f X f X∞

=
− < ∞  ∑ ，

记为 1S d
nX X−→ （[2，定义为 1.3]）。 

 称 }{ , 1nX n ≥ 2S d− 收敛于 X ，如果对任意 F 的

连续点 x ， ( ) ( )1 nn
F x F x∞

=
− < ∞∑ ，记为 

2S d
nX X−→ ，其  中 nF 和 F 分别表示 nX 和 X

的分布函数（[2，定义 1.4]）。 
为后文叙述方便，我们再引入一种收敛性。 

定义 1.1  假定 }{ , , 1nX X n ≥ 为一列随机变量，

如果对任意有界利普希茨函数 f ， 

1
[| ( ) ( ) |]nn

E f X f X∞

=
− <∞∑ ，那么称 }{ , 1nX n ≥ 1S d∗ −

收敛于 X ，记为 1S d
nX X

∗ −→ . 
易知 

1
1 1S d S dS L

n n nX X X X X X
∗ − −−→ ⇒ → ⇒ → . 于 

是，我们可以将[2]中的图表改写如下： 
 

1 1

1
1

1

. .

. . . .

S d S d d
n n n

S a sS L S L
n n n

c c a s P
n n n

L L
n n

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X X X

∗

∞

∞

− −

−− −

→ ⇒ → ⇒ →
⇑ ⇑

→ ⇒ → ⇒ → ⇑
⇓ ⇓ ⇑

→ ⇒ → ⇒ →
⇑ ⇑

→ ⇒ →

 

 
论文[2]的最后一节提出了以下 6 个问题： 
问题 1.  1S d− 收敛与 2S d− 收敛有什么强弱关

系？ 
问题 2.  S L

nX X
∞−→ 能否推出 

2S d
nX X−→ ？ 

问题 3.  1S L
nX X−→ 能否推出 

2S d
nX X−→ ？ 

问题 4.  . .S a s
nX Xα −→ ( )0α > 能否推出 

1S d
nX X−→ ？ 

问题 5.  . .c c
nX X→ 能否推出 iS d

nX X−→ ， 
{ }1,2i∈

？ 
问题 6.  关于强依分布收敛与 . .S a sα − 收敛，能

够给出 Shorokhod 型定理？ 
在这篇注记中，我们将对上述所列 6 个问题的

前 5 个问题给出回答并就相关问题作一些讨论。本

注记余下部分的安排如下。在第二节中，我们将基

于 3 个例子及[2]中的一些结果给出问题 1―5 的回

答。在第三节中，我们将就随机变量的几种收敛性

之间的关系作更多的讨论。 
2 对问题 1--5 的回答 
在给出前 5 个问题的回答之前，我们先给出三

个例子。 
例子 2.1  假定 0α > . 定义 ( )0,1Ω = ， 

( )= ΩF  ，P 为Ω上的 Lebesgue 测度。对 n N∈ ，

定义随机变量 nX 如下： 

( )
2

1/ 2

11, 0 ;
:

1 1, ,1 .
n

nX

n nα

ω
ω

ω

  ∈   = 
  ∈   

若

若

 

根据[2，例子 3.11]，我们知道 . . 0c c
nX → ，再

结合[2，定理 3.5]可得 2 0S d
nX −→ . 

以下我们来证明当 1α > 时，
1

0
S d

nX
−

 . 定义

( ) sinf x x= ，则 ( )f x 为有界利普希茨连续函数。我

们有 

( ) ( ) [ ]

[ ]
1 1

1

2 2 1
1

2 2 1 1
1 1 1

0 sin sin 0

sin

1 1 1[ sin1 1 sin ]

1 1 1 1sin1 sin sin .

n n
n n

n
n

n

n n n

E f X f E X

E X

n n n

n n n n

α

α α

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

∞ ∞ ∞

= = =

− = −  

=

 = + − 
 

= − +

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑ ∑
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容易知道上式右端的前两个级数收敛。根据 

1

1

1sin
lim 1

1n

n

n

α

α

→∞
= ， 

及当 1α > 时， 11

1
n n α

∞

=
= ∞∑ ，可知级数 

11

1sin
n n α

∞

=∑ 发散。于是 

( ) ( )
1

0 .n
n

E f X f
∞

=

− = ∞  ∑  

因此
1

0
S d

nX
−

 。 

例子 2.2  定义 ( )0,1Ω = ， ( )= ΩF  ，P 为Ω

上的 Lebesgue 测度。假定α ， β 为两个常数满足

0 1α< < ， 1β > . 假定 X 为 ( ), , PΩ F 上的随机变

量，具有密度函数 ( ) ( )( )1 1f u u αα −= − − ， ( )0,1u∈ . 
对任意 Nn∈ ，定义随机变量 

1: ,nX X
nβ= +  

则 

1 1

1
n

n n
X X

nβ

∞ ∞

∞
= =

− = < ∞∑ ∑ ， 

由此可得 S L
nX X

∞−→ 。 
用 nF 与 F 分别表示 nX 与 X 的分布函数。假设

( )1- 1α β ≤ ，则 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( )

( )

1 1

1

1
11

1

1

0
1

1
1

11 1 = 1 1

11 1

1 1

1

1 .

n n
n n

n

n n

n

n

n

F F F F
n

F F
n

u du

d

n

β

β

β

β

α

α

α β

α

α υ υ

∞ ∞

= =

∞

=

∞
−

−
=

∞
−

=

∞

−
=

 − − − 
 

 = − − 
 

= − −

= −

= = ∞

∑ ∑

∑

∑∫

∑∫

∑

 

由此可知
2S d

nX X
−

 。 

例子 2.3  定义 ( )0,1Ω = ， ( )= ΩF  ，P 为Ω

上的 Lebesgue 测度。对任意 Nn∈ ,定义随机变量 nX
如下： 

( )

11, 0 ;
:

10, ,1 .
n

n
X

n

ω
ω

ω

  ∈   = 
  ∈   

若

若

 

容易验证对任意 0α > ，对任意 ( )0,1ω∈ ，我们

有 

( )
1

0n
n

X
α

ω
∞

=

− < ∞∑ ， 

即 . . 0S a s
nX α −→ 。 
令 (x) sinf x= ，则 f 为有界利普希茨连续函数。

我们有 

( ) ( ) [ ]

[ ]
1 1

1

1

1

0 sin sin 0

sin

1 1sin1 1 sin 0

1sin1

.

n n
n n

n
n

n

n

E f X f E X

E X

n n

n

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

∞

=

− = −  

=

 = + − 
 

=

= ∞

∑ ∑

∑

∑

∑

 

于是
1

0
S d

nX
−

 。 

现在我们可以给出第一节中介绍的 6 个问题中

的前 5 个问题的回答： 
注记 2.4  (i) 根据例子 2.1，我们得到 

2 1
n n

S d S dX XX X− −→ → . 根据例子 2.2及
事实

1
1S dS L S L

n n nX X X X X X
∞ −− −→ ⇒ → ⇒ → ，

我们得到 1 2
n n

S d S dX XX X− −→ → . 
(ii) 根据例子 2.2，我们得到 

2
n n

S dS LX X XX
∞ −−→ → . 

(iii) 根据例子 2.2 及事实 
1S L S L

n nX X X X
∞− −→ ⇒ → ，我们得到 

1
2

n n
S dS LX XX X−−→ → . 

(iv) 根据例子 2.3，我们得到 
( ) 1. . 0S a s S d

n nX XXX α α− −→ > → . 
(v) 根据例子 2.1，我们得到 

1. .c c
n

d
n

SX X XX −→ → . 根据例子 2.2 及

事实
1 . .S L S L c c

n n nX X X X X X
∞− −→ ⇒ → ⇒ → ，

我们得到 2. .c c
n

d
n

SX X XX −→ → . 
3 更多讨论 
在这一节中，我们对几种随机变量的收敛性之

间的关系作更多讨论，目标是给出一些充分条件。 
根据注记 2.4(ii)可知一般来说 S L

nX X
∞−→ 不

能推出 2S d
nX X−→ . 但是，如果一些额外的条件成

立的话，我们将会有 2S dS L
n nX X X X

∞ −−→ ⇒ → . 
根据[2，命题 3.7(i)]及事实 

1- . .S L S L c c
n n nX X X X X X

∞−→ ⇒ → ⇒ → ，我们
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得到如果 S L
nX X

∞−→ ，而且 X 为一离散随机变量

满足 ( ){ }R : 0x P X x∈ = = 是R 的一开子集，则 
2S d

nX X−→ . 以下命题将推广此结论。 
命题 3.1  假定 }{ , , 1nX X n ≥ 为一列随机变量，

{ }, , 1nF F n > 为相应的分布函数。如果 S L
nX X

∞−→

而且函数 F 在其每个连续点 x 处局部利普希茨连

续，则 2S d
nX X−→ . 

证明：定义 n nX Xα
∞

= − . 则 0nα ≥ ，而且 

1
.n

n
α

∞

=

< ∞∑                (1.1) 

对任意 Rx∈ ，我们有 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ,

n n

n

n

n

F x F x P X x F x
P X X X x F x
P X x F x
F x F x

α
α

− = ≤ −
= + − ≤ −
≤ ≤ + −
= + −

 

及 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1
1

.

n n

n

n

n

n

F x F x P X x F x
P X X X x F x
P X x F x

F x F x
F x F x

α
α

α

− = − > −
= − + − > −
≥ − > − −
= − −
= − − −  

 

由此可得 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).n n nF x F x F x F x F x F xα α− ≤ + − + − −

(1.2) 
假定 x 为 F 的连续点。根据假设，存在两个常

数 K 与δ 使得对任意 u ， ( ),v x xδ δ∈ − + ，有 
( ) ( ) .F u F v K u v− ≤ −         (1.3) 

由(1.1)知 lim 0nn
α

→∞
= ，于是存在 0N 使得当 0n N>

时， 0 nα δ≤ < . 根据(1.3)可知当 0n N> 时， 
( ) ( ) .n nF x F x Kα α+ − ≤  

再根据(1.1)可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

01 1 1
x .

N

n n n
n n n N

F x F x F x F Kα α α
∞ ∞

= = = +

+ − ≤ + − + < ∞∑ ∑ ∑
(1.4) 

类似可得 

( ) ( )( )
1

.n
n

F x F x α
∞

=

− − < ∞∑        (1.5) 

根据(1.2)，(1.4)与(1.5)，我们得到 

( ) ( )
1

.n
n

F x F x
∞

=

− < ∞∑  

这说明 2S d
nX X−→ . 证毕。 

注记 3.2 根据注记 2.4(v)可知一般来说，
2. .c c

n
d

n
SX X XX −→ → . 根据注记 2.4(iii)

可知一般来说，
1

2
n n

S dS LX XX X−−→ → . 
(i) 根据[2，定理 3.5]可知如果C 为一常数，则

2. . S dc c
n nX C X C−→ ⇔ → . 

(ii) 根据[2，命题 3.7]可知如果 . .c c
nX X→ ，X

为一离散随机变量且 ( ){ }: P 0x R X x∈ = = 为 R 的一

开子集，则 2S d
nX X−→ . 

(iii) 由 (ii)及事实
1 . .S L c c

n nX X X X−→ ⇔ →

可知如果
1S L

nX X−→ ， X 为一离散随机变量且 
( ){ }: P 0x R X x∈ = = 为R 的一开子集，则 

2S d
nX X−→ . 

根据注记 2.4(v)可知一般来说， 
1. .c c

n
d

n
SX X XX −→ → . 

命题 3.3  如果 . .c c
nX X→ 而且对某个正常数

ε ，有 { }1 nn X Xn
E X X I ε

∞

− <=
 − < ∞ ∑ ，则 

1S d
nX X

∗ −→ ，从而 1S d
nX X−→ . 

在给出上述命题的证明之前我们先给一个注

记。 
注记 3.4  上述命题中的条件“对某个正常数

ε ，有 { }1 nn X Xn
E X X I ε

∞

− <=
 − < ∞ ∑ ”在一定条件下

是必要的，实际上如果 . .c c
nX X→ 而且 X 为一个有

界随机变量，则 1S d
nX X

∗ −→ 当且仅当对某个正常

数 ε ， { }1 nn X Xn
E X X I ε

∞

− <=
 − < ∞ ∑ . 

根据命题 3.3，我们只需证明必要性。假定
. .c c

nX X→ ， X 为一个有界随机变量，而且 
1S d

nX X
∗ −→ . 用 M 表示一个正数满足 

. .X M a s≤ . 对任意正数 ε ，定义函数 
( ) ( )( ) ( ):f x x M Mε ε ε= ∧ + ∨ − − ， 

其中， { }min ,a b a b∧ = ， { }min ,a b a b∨ = . 容易验证

( )f xε 为有界利普希茨连续函数。根据 1S d
nX X

∗ −→

和 ( )f xε 的定义，我们有 

( ) ( )

( ) ( ) { } ( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

{ }

1

1 1

1

1
= .

n n

n

n

n
n

n nX X X X
n n

n X X
n

n X X
n

E f X f X

E f X f X I E f X f X I

E f X f X I

E X X I

ε ε

ε ε ε εε ε

ε ε ε

ε

∞

=

∞ ∞

− < − ≥
= =

∞

− <
=

∞

− <
=

 ∞ > − 

   = − + −   

 ≥ − 

 − 

∑

∑ ∑

∑

∑
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命题 3.3 的证明：  假定 f 为有界利普希茨连

续函数，则存在两个常数 K ， M 使得对任意

, Rx y∈ ，我们有 ( )f x M≤ 而且 

( ) ( )f x f y K x y− ≤ − . 根据命题的假设及完全收

敛的定义，我们有 
 

( ) ( ) ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }

{ } ( )
1 1 1

1 1
2

.

n n

n

n n nX X X X
n n n

n nX X
n n

E f X f X E f X f X I E f X f X I

K E X X I M P X X

ε ε

ε ε

∞ ∞ ∞

− < − ≥
= = =

∞ ∞

− <
= =

    − = − + −     

 ≤ − + − ≥ 

< ∞

∑ ∑ ∑

∑ ∑  

 
故 1S d

nX X
∗ −→ . 证毕。 

根据注记 2.4(i)知一般来说， 
2 1

n n
S d S dX XX X− −→ → . 由此便知 

2 1S d S d
n nX XX X

∗− −→ → . 根据注记 3.2(i)
及命题 3.3 即得 

推论 3.5  如果 2S d
nX C−→ （C 为常数）而且

对某个正常数 ε ，有 { }=1 nn X Cn
E X C I ε

∞

− <
 − < ∞ ∑ ，

则 1S d
nX C

∗ −→ ，从而 1S d
nX C−→ . 

基于上述推论的一个自然的问题是：在什么条

件下， 1 2S d S d
n nX X X X

∗ − −→ ⇒ → 或者 
1 2S d S d

n nX X X X− −→ ⇒ → ? 
引理 3.6  假定{ }, , 1nX X n ≥ 为一致有界随机变

量序列（即存在常数 M 使得 . .X M a s≤ ， 
. ., 1nX M a s n≤ ∀ ≥ ）。则 

(i) * 1
1S d S L

n nX X X X− −→ ⇔ → ； 
(ii) 若 X 退化为常数C ，则 

* 1
1 1S d S d S L

n n nX C X C X C− − −→ ⇔ → ⇔ → . 
证明：  (i) 显然只需证明 

* 1
1S d S L

n nX X X X− −→ ⇒ → . 假设
*
1S d

nX X−→ . 
定义函数 

( ) ( ) ( ):f x x M M= ∧ ∨ − . 
容易验证 ( )f x 为有界利普希茨连续函数。于是根据

1S d∗ − 收敛及函数 ( )f x 的定义，我们有 

( ) ( )
1 1

n n
n n

E f X f X E X X
∞ ∞

= =

 ∞ > − =  −   ∑ ∑ ， 

即有
1S L

nX X−→ . 
(ii) 根据(i)只需证明 

1
1S d S L

n nX C X C− −→ ⇒ → . 假 设 1S d
nX C−→ . 

注意到此时 M C M− ≤ ≤ . 定义两个函数 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2: , :f x x M C f x x C M= ∧ ∨ = ∧ ∨ − . 

容易验证 ( )1f x ， ( )2f x 均为有界利普希茨连续函数。

根据 1S d− 收敛及函数 ( )1f x ， ( )2f x 的定义，我们有 

( ) ( ) ( ) { }1 1
1 1

nn n X C
n n

E f X f C E X C I
∞ ∞

≥
= =

 − = − < ∞    ∑ ∑ ，(1.6) 

( ) ( ) ( ) { }2 2
1 1

.
nn n X C

n n
E f X f C E C X I

∞ ∞

<
= =

 − = − < ∞    ∑ ∑
(1.7) 

根据(1.6)，(1.7)及 

( ) { } ( ) { }n nn n nX C X CE X C E X C I E C X I≥ <
    −  = − + −     ， 

我们得到 

1
n

n
E X C

∞

=

 −  < ∞ ∑ ， 

即有
1S L

nX C−→ . 证毕。 
注记 3.7  根据引理 3.6(i)及事实 

1 . .S L c c
n nX X X X−→ ⇒ → 可知，当{ }, , 1nX X n ≥ 为

一致有界随机变量序列时， 
1 . .S d c c

n nX X X X
∗ −→ ⇒ → . 进一步若 X 退化为常

数C ，则根据引理 3.6(ii)及 
1

2. . S dS L c c
n n nX C X C X C−−→ ⇒ → ⇔ → 可知，

1 2S d S d
n nX C X C− −→ ⇒ → . 
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