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一类奇异椭圆方程组的正解 

申亚琳，冯美强 

北京信息科技大学理学院  北京 

【摘要】本文的主要目的是研究一类带奇异权函数的椭圆方程组。通过运用锥上的不动点指数定理，

我们得到了该类椭圆方程组在不同参数区间内正径向解存在性、多重性和不存在性的新结果。 
【关键词】奇异椭圆方程组；正径向解；存在性；多重性；不存在性；不动点指数；锥 
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【Abstract】The goal of this paper is to study a class of elliptic systems with singular weight function. By 
using the fixed point index in a cone, we derive new results for the existence, nonexistence and multiplicity of 
positive radial solutions to this class of elliptic systems in different parameter intervals. 
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1 引言 
本文考虑如下椭圆方程组 

�
−∆𝑢𝑢 = 𝜆𝜆ℎ1(|𝑥𝑥|)𝑓𝑓1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ,          𝑥𝑥 ∈ Ω,
−∆𝑣𝑣 = 𝜆𝜆ℎ2(|𝑥𝑥|)𝑓𝑓2(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ,          𝑥𝑥 ∈ Ω,
  𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 = 0 ,                                 𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕Ω,

�#(1)  

其中，𝜆𝜆是一个正参数，权函数ℎ1,ℎ2 ∈ 𝐶𝐶[0,1)在1处具有奇异性，Ω = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁: |𝑥𝑥| < 1}(𝑁𝑁 ≥ 1)。我们做以

下假设： 
(𝐴𝐴0)ℎ1,ℎ2 ∈ 𝐶𝐶[0,1)是非负的，在[0,1)的任意子区间内ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡) ≠ 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}，且∫ ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 < +∞1

0 ； 
(𝐴𝐴1)𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2:𝑅𝑅+ × 𝑅𝑅+ → 𝑅𝑅+是连续函数； 
(𝐴𝐴2)当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+

2时，𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) > 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。 
我们引入以下记号： 

𝑓𝑓𝑖𝑖0 = lim
‖(𝑢𝑢 ,𝑣𝑣)‖→0

𝑓𝑓𝑖𝑖0(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
‖𝑢𝑢 + 𝑣𝑣‖

, 𝑓𝑓𝑖𝑖∞ = lim
‖(𝑢𝑢 ,𝑣𝑣)‖→∞

𝑓𝑓𝑖𝑖∞(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
‖𝑢𝑢 + 𝑣𝑣‖

, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}; 

𝑓𝑓0 = 𝑓𝑓1
0 + 𝑓𝑓2

0, 𝑓𝑓∞ = 𝑓𝑓1
∞ + 𝑓𝑓2

∞ . 

伴随着人们对非线性源产生的非线性扩散问题，气体的热点火理论[1,2]，量子场论与力学统计数据[3,4]，

以及恒星的引力平衡现象的研究[1,5]，二阶椭圆型问题应运而生。在过去的几十年里，很多学者通过使用不

同的方法对椭圆问题开展了大量研究[6-11]。 
特别地，当𝜆𝜆 ≡ 1时，𝑀𝑀𝑀𝑀在文献[12]中使用不动点定理研究了如下椭圆方程组 

�Δ𝑢𝑢 + 𝑔𝑔1(|𝑥𝑥|)𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0, 𝑥𝑥 ∈  Ω,
  Δ𝑣𝑣 + 𝑔𝑔2(|𝑥𝑥|)𝑔𝑔(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0, 𝑥𝑥 ∈ Ω

� 
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在不同边界条件下正径向解的存在性。 
当ℎ1 ≡ ℎ2 ≡ 1时，𝐻𝐻𝑀𝑀𝑖𝑖在文献[13]中使用度理论和先验估计研究了如下超线性椭圆方程组 

�

  −𝛥𝛥𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑓𝑓(𝑣𝑣) = 0, 𝑥𝑥 ∈  𝛺𝛺,
 −𝛥𝛥𝑣𝑣 = 𝜆𝜆𝑔𝑔(𝑢𝑢) = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝛺𝛺,

𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕𝛺𝛺
� 

正解的存在性。𝐶𝐶ℎℎ𝑒𝑒𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑒𝑒𝑔𝑔在文献[14]中使用先验估计研究了如下椭圆方程组 

�

  −𝛥𝛥𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑣𝑣) = 0, 𝑥𝑥 ∈  𝛺𝛺,
 −𝛥𝛥𝑣𝑣 = 𝜆𝜆𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑢𝑢) = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝛺𝛺,

𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕𝛺𝛺
� 

正解的存在性。𝐶𝐶𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝑆𝑆ℎ𝑖𝑖 −𝑊𝑊𝑀𝑀𝑊𝑊𝑔𝑔在文献[15]中使用稳定性结果和分歧理论研究了如下椭圆方程组 

�
−∆𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑣𝑣), 𝑥𝑥 ∈ Ω,
−∆𝑣𝑣 = 𝜆𝜆𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑢𝑢), 𝑥𝑥 ∈  Ω,
𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝑣𝑣(𝑥𝑥) = 0, 𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕Ω.

� 

正解的存在性，不存在性和稳定性。 
当𝜆𝜆 ≡ 1和ℎ1 ≡ ℎ2 ≡ 1时，𝑃𝑃𝑒𝑒𝑃𝑃𝑒𝑒𝑡𝑡𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑉𝑉𝑀𝑀𝑊𝑊𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑉𝑉𝑒𝑒𝑉𝑉𝑡𝑡在文献[16]中给出了一些先验估计并证明了如下椭圆

方程组 

�
−∆u = g(v), x ∈ BR,
−∆v = f(u), x ∈ BR,
u = v = 0, x ∈ ∂BR

� 

正解的存在性和不存在性。𝐷𝐷𝑀𝑀𝑃𝑃𝐷𝐷𝑀𝑀𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉在文献[17]中使用𝑆𝑆𝑐𝑐ℎ𝑀𝑀𝑢𝑢𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒不动点定理和𝐿𝐿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑒𝑒 − 𝑆𝑆𝑐𝑐ℎ𝑀𝑀𝑢𝑢𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒度理论研究

了如下椭圆方程组 

�
−∆u = g(v), x ∈ Ω,
−∆v = f(u), x ∈ Ω,
u = v = 0, x ∈ ∂Ω

� 

正解的存在性和唯一性。 
受以上文献的启发，我们研究问题(1)正径向解的存在性、多重性和不存在性。与文献[12-17]相比，我们

的结论是新的。此外，本文研究问题(1)所使用方法与文献[12-17]完全不同。 
本文组织如下。在第二节中，我们回顾几个已知的结论，并陈述对本文结论证明至关重要的不动点指

数定理。在第三节中，我们陈述和证明本文的主要结论。 
2 预备知识 
对于所有的𝑥𝑥 ∈ Ω，令𝑡𝑡 = |𝑥𝑥|，可将问题(1)转换为以下椭圆方程组 

�
−(tN−1u′)′ = −λh1(t)tN−1f1(u, v),           0 < 𝑡𝑡 < 1,
−(tN−1v′)′ = −λh2(t)tN−1f2(u, v),           0 < 𝑡𝑡 < 1,

u′(0) = u(1) = v′(0) = v(1) = 0.                                  
�#(2)  

对(2)进行积分运算可转化为以下积分方程组 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧u(t) = λ�

1
sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds,

v(t) = λ�
1

sN−1

1

t
�� h2(τ)τN−1f2(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds.

�#(3)  
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令𝐸𝐸 = 𝐶𝐶([0,1]) × 𝐶𝐶([0,1])，其范数为‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑢𝑢‖ + ‖𝑣𝑣‖，其中，‖𝑢𝑢‖ = max𝑡𝑡∈𝐽𝐽 |𝑢𝑢(𝑡𝑡)|，𝐽𝐽 = [0,1]。 
令𝐾𝐾 ⊂ 𝐸𝐸， 

K = �(u, v) ∈ E: (u, v) ≥ 0, min
t∈�14,34�

u(t) + v(t) ≥
1
4
‖(u, v)‖�. 

构造算子𝑇𝑇𝜆𝜆 :𝐾𝐾 → 𝐸𝐸，如下： 
Tλ(u, v)(t) = (T1λ(u, v)(t), T2λ(u, v)(t))，t ∈ J, 

其中， 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧T1λ(u, v)(t) = λ�

1
sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds,

T2λ(u, v)(t) = λ�
1

sN−1

1

t
�� h2(τ)τN−1f2(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds.

�#(4)  

由参考文献[19]，易证𝑇𝑇𝜆𝜆 :𝐾𝐾 → 𝐾𝐾是全连续的。于是，问题(1)等价于下面的算子不动点方程 
Tλ(u, v)(t) = (u, v)(t) , t ∈ J. #(5)  

我们定义一些集合，如下： 

Kr = {t ∈ K| ‖t‖ < 𝑒𝑒}; 

K̄r = {t ∈ K| ‖t‖ ≤ r}; 

∂Kr = {t ∈ K| ‖t‖ = r}, 

其中𝑒𝑒 > 0。 
定理 2.1[18]设𝐸𝐸是一个实𝐵𝐵𝑀𝑀𝑊𝑊𝑀𝑀𝑐𝑐ℎ空间，𝑃𝑃是𝐸𝐸中的一个锥，定义𝑃𝑃𝑒𝑒 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑃𝑃: ‖𝑥𝑥‖ = 𝑒𝑒},  𝑒𝑒 > 0. 若算子

𝑇𝑇: �̄�𝑃𝑒𝑒 → 𝑃𝑃是一个全连续算子，则对任意的𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑒𝑒 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑃𝑃: ‖𝑥𝑥‖ = 𝑒𝑒} 满足𝑇𝑇𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥。 
(1)如果对任意的𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑒𝑒，有‖𝑇𝑇𝑥𝑥‖ ≥ ‖𝑥𝑥‖，那么有𝑖𝑖(𝑇𝑇,𝑃𝑃𝑒𝑒 ,𝑃𝑃) = 0； 
(2)如果对任意的𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑒𝑒，有‖𝑇𝑇𝑥𝑥‖ ≤ ‖𝑥𝑥‖，那么有𝑖𝑖(𝑇𝑇,𝑃𝑃𝑒𝑒 ,𝑃𝑃) = 1。 
引理 2.1 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立。如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒 , 𝑒𝑒 > 0，那么， 

‖Tλ(u, v)(t)‖ ≥ ψ1m, 

其中, 

ψ1 = λ�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1dτ
3
4

1
4

�ds, 

m = min{fi(u, v): (u, v) ∈ R+
2 },r

4
≤ ‖(u, v)‖ ≤ r, i ∈ {1,2}. 

证明我们很容易可以看出当𝑡𝑡 ∈ �1
4

, 3
4
� , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}时，𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≥ 𝐷𝐷。 

当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒 , 𝑒𝑒 > 0时， 

‖T1λ(u, v)(t)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ
3
4

1
4

�ds

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1mdτ
3
4

1
4

�ds

= ψ1m. #
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因此，我们有 

‖Tλ(u, v)(t)‖ = ‖T1λ(u, v)(t)‖ + ‖T2λ(u, v)(t)‖ ≥ ψ1m, (u, v) ∈ Kr. 

引理 2.2 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立。如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒 , 𝑒𝑒 > 0，那么， 

‖Tλ(u, v)(t)‖ ≤ 2ψ2M, 

其中， 

ψ2 = λ� h1(τ)dτ
1

0
.   

𝑀𝑀 = max{𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣): (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 } , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≤ 𝑒𝑒, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}} > 0. 

证明我们很容易可以看出当𝑡𝑡 ∈ �1
4

, 3
4
� , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}时，𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≥ 𝐷𝐷。当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒 , 𝑒𝑒 > 0时，我们有， 

‖T1λ(u, v)(t)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u, v)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)Mdτ
1

0

1

0
ds

= ψ2M. #

 

同理， 
‖T2λ(u, v)(t)‖ ≤ ψ2M. 

因此，我们有 

‖Tλ(u, v)(t)‖ = ‖T1λ(u, v)(t)‖ + ‖T2λ(u, v)(t)‖ ≤ 2ψ2M, (u, v) ∈ Kr. 

3 主要结论 
3.1 问题(𝟏𝟏)正解的存在性 
定理 3.1.1 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴1)成立，如果𝑓𝑓0 = 0且𝑓𝑓∞ = ∞，那么对于所有的𝜆𝜆 > 0，(1)有一个正径向解。 
证明由𝑓𝑓0 = 0可以推出𝑓𝑓𝑖𝑖0 = 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1 , 𝑒𝑒1 > 0时，我们可以推出存在𝜀𝜀 > 0，使得

𝑓𝑓𝑖𝑖0 ≤ 𝜀𝜀‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}，其中𝜀𝜀满足： 

λ� hi(τ)εdτ <
1
2

,
1

0
i ∈ {1,2}. 

如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1，那么， 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u, v)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� h1(τ)ε‖(u, v)‖dτ
1

0

<
1
2
‖(u, v)‖. #

 

同理，我们有‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ < 1
2
‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖。 

因此， 

‖Tλ(u, v)‖ = ‖T1λ(u, v)‖ + ‖T2λ(u, v)‖ < ‖(u, v)‖, (u, v) ∈ Kr1 . 
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𝑓𝑓∞ = ∞可以推出存在𝑓𝑓中的一个𝑓𝑓𝑖𝑖使得𝑓𝑓𝑖𝑖∞ = ∞, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。不妨取𝑓𝑓1
∞ = ∞，因此，令𝑒𝑒2 = max{2𝑒𝑒1, 4𝐻𝐻}。

当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 , 𝑒𝑒2 > 0时，我们可以推出存在𝐻𝐻 > 0，使得𝑓𝑓1
∞ ≥ 𝜂𝜂‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝐻𝐻，其中𝜂𝜂满足： 

λ�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1ηdτ
3
4

1
4

� ds > 1. 

如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2，则有 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ
3
4

1
4

�ds

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1η‖(u, v)‖dτ
3
4

1
4

�ds

> ‖(u, v)‖. #

 

因此，我们有‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ > ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2。 
结合定理 2.1，我们有𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 1和𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� = 0。因此，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� ≠ 0，进而推出𝑇𝑇𝜆𝜆在

𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2上有一个不动点。于是，对于所有的𝜆𝜆 > 0，(1)有一个正径向解。 
定理 3.1.2 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴1)成立，如果𝑓𝑓0 = ∞且𝑓𝑓∞ = 0，那么对于所有的𝜆𝜆 > 0，(1)有一个正径向解。 
证明𝑓𝑓0 = ∞可以推出存在𝑓𝑓中的一个𝑓𝑓𝑖𝑖使得𝑓𝑓𝑖𝑖0 = ∞, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。不妨取𝑓𝑓1

0 = ∞，因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1 , 𝑒𝑒1 > 0
时，我们可以推出存在𝜂𝜂 > 0，使得𝑓𝑓1

0 ≥ 𝜂𝜂‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖，其中𝜂𝜂满足： 

λ�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1ηdτ
3
4

1
4

� ds > 1. 

如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1，那么 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�#

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ
3
4

1
4

�ds

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1η‖(u, v)‖dτ
3
4

1
4

�ds

> ‖(u, v)‖.

 

因此，我们有‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ > ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1。 
𝑓𝑓∞ = 0可以推出𝑓𝑓𝑖𝑖∞ = 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 , 𝑒𝑒2 > 2𝑒𝑒1 > 0时，我们可以推出存在𝜀𝜀 > 0，使

得𝑓𝑓𝑖𝑖∞ ≤ 𝜀𝜀‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}，其中𝜀𝜀满足： 

λ� hi(τ)εdτ <
1
2

,
1

0
i ∈ {1,2}. 

如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2，那么， 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u, v)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� h1(τ)ε‖(u, v)‖dτ
1

0

<
1
2
‖(u, v)‖. #
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同理，我们有‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ < 1
2
‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖。 

因此，我们有‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ < ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 。结合定理 2.1，我们有

𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 0和𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� = 1。因此，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 1，则𝑇𝑇𝜆𝜆在𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒1上有一个不动点。于是，对

于所有的𝜆𝜆 > 0，(1)有一个正径向解。 
定理 3.1.3 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 = 0或者𝑓𝑓∞ = 0，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0 > 0,(1)

有一个正径向解。 
证明取𝑒𝑒1 > 0，通过引理 2.1 可以推出，存在𝜆𝜆0 > 0使得当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1 , 𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，我们有 

‖Tλ(u, v)‖ > ‖(u, v)‖. 

𝑓𝑓0 = 0可以推出𝑓𝑓𝑖𝑖0 = 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 , 𝑒𝑒2 > 𝑒𝑒1 > 0时，我们可以推出存在𝜀𝜀 > 0，使得

𝑓𝑓𝑖𝑖0 ≤ 𝜀𝜀‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}，其中𝜀𝜀满足： 

λ� hi(τ)εdτ <
1
2

,
1

0
i ∈ {1,2}. 

那么，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2时， 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u, v)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� h1(τ)ε‖(u, v)‖dτ
1

0

<
1
2
‖(u, v)‖.

#

 

同理，我们有‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ < 1
2
‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖。 

因此， 

‖Tλ(u, v)(t)‖ = ‖T1λ(u, v)(t)‖ + ‖T2λ(u, v)(t)‖ < ‖(u, v)‖, (u, v) ∈ Kr2 . 

𝑓𝑓∞ = 0可以推出存在𝑓𝑓中的一个𝑓𝑓𝑖𝑖使得𝑓𝑓𝑖𝑖∞ = 0, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。不妨取𝑓𝑓1
∞ = 0，因此， 当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3 , 𝑒𝑒3 > 2𝑒𝑒1 >

0时，我们可以推出存在𝜀𝜀 > 0，使得𝑓𝑓𝑖𝑖∞ ≤ 𝜀𝜀‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}，其中𝜀𝜀满足： 

λ� hi(τ)εdτ <
1
2

,
1

0
i ∈ {1,2}. 

如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3，那么有 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u, v)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� h1(τ)ε‖(u, v)‖dτ
1

0

<
1
2
‖(u, v)‖. #

 

同理，我们有‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ < 1
2
‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖。 
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因此，‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)(𝑡𝑡)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)(𝑡𝑡)‖ < ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3 。结合定理 2.1，我们有

𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 0,𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� = 1, 𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒3 ,𝐾𝐾� = 1。 
于是，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� = −1，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 1，所以当𝑓𝑓0 = 0时，𝑇𝑇𝜆𝜆在𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2上有一个不动点；当

𝑓𝑓∞ = 0时，𝑇𝑇𝜆𝜆在𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1上有一个不动点。那么，当𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，(1)有一个正解。 
定理 3.1.4 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 = ∞或者𝑓𝑓∞ = ∞，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的0 < 𝜆𝜆 <

𝜆𝜆0,(1)有一个正径向解。 
证明取𝑒𝑒1 > 0，通过引理 2.2 可以推出，存在𝜆𝜆0 > 0使得当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒1 , 0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0时，我们有 

‖Tλ(u, v)‖ < ‖(u, v)‖. 

𝑓𝑓0 = ∞可以推出存在𝑓𝑓中的一个𝑓𝑓𝑖𝑖使得𝑓𝑓𝑖𝑖0 = ∞, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。不妨取𝑓𝑓1
0 = ∞，因此， 当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 , 𝑒𝑒1 > 𝑒𝑒2 > 0

时，我们可以推出存在𝐻𝐻 > 0，使得𝑓𝑓1
0 ≥ 𝜂𝜂‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝐻𝐻，其中𝜂𝜂满足： 

λ�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1ηdτ
3
4

1
4

� ds > 1. 

那么，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2时， 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ
3
4

1
4

�ds

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1η‖(u, v)‖dτ
3
4

1
4

�ds

> ‖(u, v)‖. #

 

因此，我们有‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ > ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2。 
𝑓𝑓∞ = ∞可以推出存在𝑓𝑓中的一个𝑓𝑓𝑖𝑖使得𝑓𝑓𝑖𝑖∞ = ∞, 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。不妨取𝑓𝑓1

∞ = ∞，我们可以推出存在𝐻𝐻 > 0，
使得𝑓𝑓1

∞ ≥ 𝜂𝜂‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝐻𝐻，其中𝜂𝜂满足： 

λ�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1ηdτ
3
4

1
4

� ds > 1. 

令𝑒𝑒3 = max{2𝑒𝑒1, 4𝐻𝐻}。如果(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3，那么， 

‖T1λ(u, v)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ

s

0
�ds�

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1f1(u, v)(τ)dτ
3
4

1
4

�ds

≥ 𝜆𝜆�
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1η‖(u, v)‖dτ
3
4

1
4

�ds

> ‖(u, v)‖. #

 

因此，我们有‖𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ + ‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ > ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖, (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3。结合定理 2.1，我们有 

i�Tλ , Kr1 , K� = 1,i�Tλ , Kr2 , K� = 0, i�Tλ , Kr3 , K� = 0. 

因此，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2 ,𝐾𝐾� = 1，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = −1，则当𝑓𝑓0 = ∞时，𝑇𝑇𝜆𝜆在𝐾𝐾𝑒𝑒1 \�̄�𝐾𝑒𝑒2上有一个不动点；当
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𝑓𝑓∞ = ∞时，𝑇𝑇𝜆𝜆在𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1上有一个不动点。那么，当0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0时，(1)有一个正径向解 
3.2 问题(𝟏𝟏)正解的多重性 
定理 3.2.1 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 = 𝑓𝑓∞ = 0，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0 > 0,(1)有两

个正径向解。 
证明取0 < 𝑒𝑒3 < 𝑒𝑒4，通过引理 2.1 可以推出，存在𝜆𝜆0 > 0使得当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 ∈ {3,4}, 𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，有 

‖Tλ(u, v)‖ > ‖(u, v)‖. 

当𝑓𝑓0 = 0和𝑓𝑓∞ = 0时，根据定理 3.1.3 的证明，我们可以选择0 < 𝑒𝑒1 < 𝑒𝑒2
2
和𝑒𝑒2 > 2𝑒𝑒4使得当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 ∈

{1,2}, 𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，有 

‖Tλ(u, v)‖ < ‖(u, v)‖. 

根据定理 2.1，我们有 

i�Tλ , Kr1 , K� = 1, i�Tλ , Kr2 , K� = 1, i�Tλ , Kr3 , K� = 0, i�Tλ , Kr4 , K� = 0. 

因此，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = −1和𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒4 ,𝐾𝐾� = 1，所以当𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，𝑇𝑇有两个不动点(𝑢𝑢1, 𝑣𝑣1) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,
(𝑢𝑢2, 𝑣𝑣2) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒4且 

r1 < ‖(u, v)‖ < r3 < r4 < ‖(u, v)‖ < r2. 

定理 3.2.2 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 = 𝑓𝑓∞ = ∞，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0，(4.1)有
两个正径向解； 

证明取0 < 𝑒𝑒3 < 𝑒𝑒4，通过引理 2.1 可推出，对于(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝜕𝜕𝐾𝐾𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑖𝑖 ∈ {3,4}), 0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0，存在𝜆𝜆0 > 0使得 

‖Tλ(u, v)(t)‖ < ‖(u, v)‖. 

因为𝑓𝑓0 = ∞和𝑓𝑓∞ = ∞，再根据定理 3.1.4 的证明，我们可以选择0 < 𝑒𝑒1 < 𝑒𝑒3
2
和𝑒𝑒2 > 2𝑒𝑒4，使得当

(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝜕𝜕𝐾𝐾𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}时，有 

‖Tλ(u, v)(t)‖ > ‖(u, v)‖. 

根据定理 2.1 可得， 

i�Tλ , Kr1 , K� = 0，i�Tλ , Kr2 , K� = 0，i�Tλ , Kr3 , K� = 1，i�Tλ , Kr4 , K� = 1. 

因此，𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 ,𝐾𝐾� = 1和𝑖𝑖�𝑇𝑇𝜆𝜆 ,𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒4 ,𝐾𝐾� = −1。所以当𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0时，𝑇𝑇𝜆𝜆有两个不动点：(𝑢𝑢1, 𝑣𝑣1) ∈
𝐾𝐾𝑒𝑒3 \�̄�𝐾𝑒𝑒1 , (𝑢𝑢2, 𝑣𝑣2) ∈ 𝐾𝐾𝑒𝑒2 \�̄�𝐾𝑒𝑒4且 

r1 < ‖(u, v)‖ < r3 < r4 < ‖(u, v)‖ < r2. 

3.3 问题(𝟏𝟏)正解的不存在性 
定理 3.3.1 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 < ∞且𝑓𝑓∞ < ∞，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0，(1)

没有正径向解。 
证明因为𝑓𝑓0 < ∞和𝑓𝑓∞ < ∞，那么当𝑖𝑖 ∈ {1,2}时，𝑓𝑓𝑖𝑖0 < ∞和𝑓𝑓𝑖𝑖∞ < ∞。对于𝑖𝑖 ∈ {1,2}，存在正数𝜖𝜖1

𝑖𝑖 , 𝜖𝜖2
𝑖𝑖 , 𝑒𝑒1𝑖𝑖和

𝑒𝑒2
𝑖𝑖使得𝑒𝑒1𝑖𝑖 < 𝑒𝑒2

𝑖𝑖，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≤ 𝑒𝑒1𝑖𝑖时，我们有 

fi(u, v) ≤ ϵ1
i ‖(u, v)‖. 

当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝑒𝑒2

𝑖𝑖时，我们有 

fi(u, v) ≤ ϵ2
i ‖(u, v)‖. 

令 
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ϵi = max �ϵ1
i , ϵ2

i , max �
fi(u, v)
‖(u, v)‖ : (u, v) ∈ R+

2 , r1
i ≤ ‖(u, v)‖ ≤ r2

i �� > 0, 

且𝜖𝜖 = max�𝜖𝜖𝑖𝑖� , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}。 
因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+

2 , 𝑖𝑖 ∈ {1,2}时，我们有𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≤ 𝜖𝜖‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖。假设(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)是(1)的一个正径向解，当

0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0 = (∫ ℎ1(𝜏𝜏)𝜖𝜖𝑑𝑑𝜏𝜏1
0 )−1时，接下来我们可以得到一个矛盾。 

事实上，当0 < 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆0，𝑡𝑡 ∈ 𝐽𝐽时，因为𝑇𝑇𝜆𝜆(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)(𝑡𝑡) = (𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)(𝑡𝑡)，我们有 

‖T1λ(u3, v3)‖ = max
t∈J

�λ�
1

sN−1

1

t
�� h1(τ)τN−1f1(u3, v3)(τ)dτ

s

0
�ds�

≤ 𝜆𝜆� � h1(τ)f1(u3, v3)(τ)dτ
1

0

1

0
ds

≤ 𝜆𝜆� h1(τ)ϵ‖(u3, v3)‖dτ
1

0
< ‖(u3, v3)‖. #

 

同理有，‖𝑇𝑇2𝜆𝜆(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖ < ‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖。 
那么， 

‖(u3, v3)‖ = ‖Tλ(u3, v3)(t)‖
= ‖T1λ(u3, v3)(t)‖ + ‖T2λ(u3, v3)(t)‖
< 2‖(u3, v3)‖. #

 

于是，我们得到了一个矛盾并完成了证明。 
定理 3.3.2 假设(𝐴𝐴0) − (𝐴𝐴2)成立，如果𝑓𝑓0 > 0且𝑓𝑓∞ > 0，那么存在𝜆𝜆0 > 0使得对于所有的𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0 > 0，(1)没

有正径向解。 
证明因为𝑓𝑓0 > 0和𝑓𝑓∞ > 0，那么，当𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ∈ {1,2}时，存在𝑓𝑓的两个组成部分𝑓𝑓𝑖𝑖和𝑓𝑓𝑗𝑗使得𝑓𝑓𝑖𝑖0 > 0和𝑓𝑓𝑗𝑗∞ > 0。

因此，存在正数𝜂𝜂1, 𝜂𝜂2, 𝑒𝑒1和𝑒𝑒1使得𝑒𝑒1 < 𝑒𝑒2时，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≤ 𝑒𝑒1时，我们有 

fi(u, v) ≥ η1‖(u, v)‖. 

当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝑒𝑒2时，我们有 

fj(u, v) ≥ η2‖(u, v)‖. 

令 

η3 = min �η1, η2, min �
fj(u, v)
‖(u, v)‖ : (u, v) ∈ R+

2 ,
r1

4
≤ ‖(u, v)‖ ≤ r2�� > 0. 

因此，当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≤ 𝑒𝑒1时，我们有 

fi(u, v) ≥ η3‖(u, v)‖. 

当(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑅𝑅+
2 , ‖(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)‖ ≥ 𝑒𝑒1

4
，我们有 

fj(u, v) ≥ η3‖(u, v)‖. 

假设(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3) ∈ 𝐾𝐾是(1)的一个正径向解。如果 

λ > λ0 = ��
1

sN−1

1

3
4

�� h1(τ)τN−1η3dτ
3
4

1
4

��

−1

, 

我们将得到一个矛盾。事实上，如果‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖ ≤ 𝑒𝑒1，我们可以得到，当𝑡𝑡 ∈ 𝐽𝐽时，有 
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fi(u3, v3) ≥ η3‖(u3, v3)‖. 

另一方面，如果‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖ > 𝑒𝑒1，那么min𝑡𝑡∈[1
4,34](𝑢𝑢3(𝑡𝑡) + 𝑣𝑣3(𝑡𝑡)) ≥ 1

4
‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖ > 𝑒𝑒1. 

因此，当𝑡𝑡 ∈ [1
4

, 3
4
]时，我们有， 

fj(u3, v3) ≥ η3‖(u3, v3)‖. 

当𝑡𝑡 ∈ 𝐽𝐽, 𝜆𝜆 > 𝜆𝜆0时，我们有 

‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖ = ‖𝑇𝑇1𝜆𝜆(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖

= max
𝑡𝑡∈𝐽𝐽

�𝜆𝜆 �
1

𝑉𝑉𝑁𝑁−1

1

𝑡𝑡
�� ℎ1(𝜏𝜏)𝜏𝜏𝑁𝑁−1𝑓𝑓1(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑉𝑉

0
�𝑑𝑑𝑉𝑉�

≥ 𝜆𝜆�
1

𝑉𝑉𝑁𝑁−1

1

3
4

�� ℎ1(𝜏𝜏)𝜏𝜏𝑁𝑁−1𝑓𝑓1(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏
3
4

1
4

�𝑑𝑑𝑉𝑉

≥ 𝜆𝜆�
1

𝑉𝑉𝑁𝑁−1

1

3
4

�� ℎ1(𝜏𝜏)𝜏𝜏𝑁𝑁−1𝜂𝜂3‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖𝑑𝑑𝜏𝜏
3
4

1
4

�𝑑𝑑𝑉𝑉

> ‖(𝑢𝑢3, 𝑣𝑣3)‖. #

 

于是，我们得到了一个矛盾并完成了证明。 
4 结论 
本文给出了一类带参数的奇异椭圆方程组在非线性项𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2满足不同条件时，其正径向解在不同参数区

间内的存在性、不存在性和多重性结果。 
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