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等量异号双环电荷的电场均匀范围的研究
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【摘要】推导了等量异号双环电荷的电势和电场在直角坐标系中的解析式，说明了形成均匀电场的临

界条件，画出临界双环电荷场强的曲面，画出了等势线和电场线，说明了电场均匀区域的分布范围。
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Study on the uniform range of electric field of double rings with equivalent positive and negative charges
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【Abstract】 The analytical formulas for the electric potential and electric field of the double coaxal rings
with equivalent positive and negative charges in the rectangular coordinate system are deduced, and the critical
conditions for the formation of a uniform electric field are explained. The distributions of the electric potential and
electric field are visualized, and the region with uniform distribution is clarified.
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1 引言

由两个半径相同，电流大小和方向相同的共轴

圆环组成的系统称为亥姆霍兹线圈，我们研究了亥

姆霍兹线圈均匀磁场区域的问题，并用图形显示了

均匀范围的形状[1-2]。同理，由两个半径相同，带有

等量异号电荷的共轴圆环组成的系统也可称为亥姆

霍兹圆环，不妨简称双环电荷。没有文献研究双环

电荷均匀电场区域的问题。本文深入讨论了双环电

荷在空间的电势和场强的分布规律和电场的均匀范

围以及等势线和电场线的分布特点。

2 双环电荷在轴线上的电势和电场

我们曾经讨论了双环电荷在轴线上产生匀强电

场的条件[3]。设双环的半径为 a，相距为 2L，带有

等量异号电荷±Q，双环电荷在轴线上产生场强
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当 d2E/dz2 = 0时可得临界半距离
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其中 E0是所有电荷 Q集中在原点时在距离 a
处的场强的大小
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3 单环电荷在空间的电势和电场

在直角坐标系中，一个半径为 a，带有电量为

Q的环电荷在空间产生的电势为[4]
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其中
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是环电荷 Q在环心产生的电势大小。环电荷产

生的电场为
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其中 K（m）和 E（m）是第一类和第二类完全

椭圆积分，m是模数
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4 双环电荷在空间的电势和电场
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图 1 共轴双环电荷的电场示意图

如图 1 所示，取 x轴为纵轴，取 z轴为横轴，

两环共 z轴。设两个圆环的半径为 a，带有电荷±Q，
两环之间的距离为 2L。正环电荷在空间产生的电势

为
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负环电荷在空间产生的电势为
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其中，模数分别为
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双环电荷在空间产生的电势为

U（x，z）= U1（x，z）+ U2（x，z） （11）

正环电荷在空间产生的场强的两个分量分别为
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负环电荷在空间产生的场强的两个分量分别为
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双环电荷产生的合强度的两个分量分别为

Ex（x，z）= E1x（x，z）+ E2x（x，z）， （14a）

Ez（x，z）= E1z（x，z）+ E2z（x，z）. （14b）

合场强大小为

2 2
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方向与 z轴的夹角为

arctan x

z
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当 x = 0时，m1 = m2 = 0，由于 K（0） = E（0）
= π/2，当 x→0时，轴线上场强分量分别为

(0, ) 0xE z  ， （16a）
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轴线上电场只有轴向分量。当 z = 0时，可得鞍

点场强
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令 d2Ez（0，z）/dz2 = 0，可得临界距离公式（2）
和临界场强公式（3）。

5 双环电荷电场均匀区域的可视化

取半径 a为长度单位，则无量纲的坐标和长度

为

x* = x/a，z* = z/a，L* = L/a。 （18）

取 U0和 E0分别为电势单位和场强单位，即可

将电势和场强公式无量纲化。其中：L*是可调节的

参数。

设|E – ES| ≤ 0.01ES为双环电场的均匀范围，即

0.99ES ≤ E ≤ 1.01ES。
利用 MATLAB 计算功能和图形功能，可以将

电场可视化[5]。

图 2 临界双环电荷电场的均匀范围（L = 1.2247a）

（1）如图 2 所示，当 L = LC时，鞍点场强为

ES = EC。E = 1.01EC的等高线是四条曲线，分别包

围了 4 个峰，4 条曲线不相连；E = EC的等高线恰

好包围了 4 个峰，4 条曲线在原点相连，这是临界

曲线；E = 0.99EC的等高线只有一条，同时包围了 4
个峰，呈现“X”形状。临界曲线的上下曲线之间的

区域就是双环的均匀范围。

（2）如图 3 所示，当 L = LC时，临界场强为

EC = 0.61968E0，等势线是闭合的曲线，在原点附近

是平行的，电场线从正电荷出发，终止于负电荷，

电场线与等势线垂直，在原点附近也是平行的，因

而是匀强电场。均匀范围呈现“八爪”形状。

图 3 临界双环电荷电场的均匀范围以及电场线和等势线（L
= 1.2247a）

（3）如图 4所示，当 L减少为 1.1a时，鞍点

场强增加为 ES = 0.66963E0，场强的均匀范围稍微发

生了改变，E = ES的左右曲线经过原点，但是上下

曲线不经过原点，均匀区域仍然呈现“八爪”形状，

范围稍微缩小。

（4）如图 5 所示，当 L缩小为 a时，鞍点场

强增加为 ES = 0.70711E0，场强的均匀范围进一步发

生改变，E = 1.01ES在上面的曲线合并为一条曲线，

包围上面电荷，在上面形成两个小小的均匀区域；

E = 1.01ES在下面的曲线合并为一条曲线，包围下

面电荷，在下面形成一个小小的均匀区域。中间均

匀区域呈现“四爪”形状，范围一步缩小，等势线和

电场线平行的区域也变小。当 L进一步缩小时，均

匀区域的形状不变，范围更加小（图略）。

图 4 双环电荷电场的均匀范围以及电场线和等势线（L =
1.1a）
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图 5 双环电荷电场的均匀范围以及电场线和等势线（L = a）

图 6 双环电荷电场的均匀范围以及电场线和等势线（L =
1.3a）

（5）如图 6所示，当 L增加为 1.3a时，鞍点

场强减小为 ES = 0.58931E0，场强的均匀稍微范围发

生了改变，E = ES的上下曲线经过原点，但是左右

曲线不经过原点，均匀区域仍然呈现“八爪”形状，

范围稍微缩小。

图 7 双环电荷电场的均匀范围以及电场线和等势线（L =
1.4a）

（6）如图 7所示，当 L增加为 1.4a时，鞍点

场强减小为 ES = 0.54932E0，场强的均匀范围进一步

发生改变，E = 1.01ES在左边的曲线合并为一条，

同时包围左边电荷，在左边形成一个小小的均匀区

域；E = 1.01ES在右边的曲线也合并为一条，同时

包围右边电荷，在右边形成一个小小的均匀区域。

中间均匀区域呈现“四爪”形状，范围一步缩小，等

势线和电场线平行的区域也变小。当 L进一步缩小

时，均匀区域的形状不变，范围更加小（图略）。

6 结束语

在恒磁学中，亥姆霍兹线圈产生的磁场有一个

均匀区域。在静电学中，双环产生的电场也应该有

一个均匀区域。将磁场问题的解决方法用于解决电

场问题，这是文本的独创之处。通过比较可知：尽

管临界双环中的电场线与亥姆霍兹线圈中的磁感应

线不同，但是电场的均匀区域与磁场的均匀区域是

十分相似的。将电场与磁场进行比较研究，就有可

能提出和解决新的问题。这种方法在教学和科研中

十分有用。
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