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色噪声激励下飞行器滚转运动系统的随机 P 分岔控制 
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【摘要】为解决无人机在滚转运动中的横向稳定性，本文研究了随机激励下飞行器滚转运动系统的随机

分岔控制。首先建立带有分数阶 PID 控制器的色噪声激励的滚转运动系统，借助幅值包络随机平均法计算

得出 FPK 方程和振幅响应的平稳概率密度函数。其次，根据奇异性理论，推导了带有该控制器时系统发生

随机 P 分岔所满足的条件。最后，经过数值验证发现，分数阶 PID 控制器的微分数，积分数及其系数都可

以诱导系统发生随机 P 分岔。即该控制器对系统的随机分岔可以进行预期的控制。 
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Random Pbifurcation control of vehicle rolling motion system under color noise excitation 

Xiaoyan Ma 

School of Mathematics and Information Science, North Minzu University, Yinchuan, Ningxia 

【Abstract】In order to solve the lateral stability of UAV in rolling motion, the random bifurcation control of 
UAV rolling motion system under random excitation is studied in this paper. Firstly, the rolling motion system with 
color noise excitation with fractional order PID controller is established, and the stationary probability density 
function of FPK equation and amplitude response is calculated by means of amplitude envelope random average 
method. Secondly, according to the singularity theory, the conditions for random P-bifurcation with the controller are 
derived. Finally, through numerical verification, it is found that the differential number, integral number and 
coefficient of fractional order PID controller can induce random P-bifurcation. That is, the controller can control the 
random bifurcation of the system in anticipation. 
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引言 
非线性随机动力学一直都是研究的重点，而分

岔是其经常出现的一种动力学行为。很多因素都是

触发分岔行为的潜在机制，如倾倒[1-2]、随机跳跃[3]及

冲击。一般根据系统所受激励的不同，分岔可以分

为确定性分岔和随机分岔。与确定性分岔相比，随

机分岔可以用一个临界参数来描述系统响应从一个

状态到另一个状态的定性变化，是一种更为复杂的

非线性现象。根据文献随机分岔也可分为 D 分岔与

P 分岔。 
为避免系统因分岔现象产生有害的动力学行为

或为使系统产生某种有益的分岔行为，则需要对系

统进行分岔控制。控制激励分岔轨道、调整分岔稳

定点、优化激励路径是加强激励系统实效性的重要

途径[4]。通常，会设计一个有效的控制器，控制器中

包括一些可调参数来修改分岔特性。目前，提出分

岔控制的方法主要有镇定不稳定的分岔轨道[5]、延

迟分岔的出现[6]，重新定位固有分岔的起始点[7]，改

变分岔点对应的系统参数值[8]等等。 
虽然对于分岔控制的研究已经有很多年了，但

是大多数研究都集中在确定性的动力系统。对于随

机动力系统中的分岔控制研究是相对较少的。因此，

下面这些文章是很值得被提及。Ji 等人[9]为消除单自

由度非线性系统在原共振和超谐共振情况下稳态响
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应中出现的跳变和迟滞现象，设计了线性与非线性

相结合的反馈控制器。徐勇等人[10]将正交多项式与

随机反馈控制器相结合，研究了非线性动力系统的

分岔控制问题。随着工业的发展，PID 控制器的出

现，保证了实际工业生产安全稳定的运行[11]。为了

更好的提高响应速度和控制精度，Podlubny 等人[12]

提出了一种更加有效的控制工具，即分数阶 PID 控

制器。近年来，分数阶 PID 控制器的应用有很多。

李志杰等人[13]提出了离散型分数阶 PID 控制器，用

来研究非线性系统。李伟等人[13-14]将分数阶 PID 控

制器推广到带有色噪声的广义范德波系统和求解随

机动力系统的 FPK 方程和 BK 方程中。虽然分数阶

PID 控制器的应用很多，但借助分数阶 PID 控制器

来研究滚转运动的文献极为少见。 
三角翼飞行器在实际飞行中会遇到很多外部环

境和内部动因所带来的不确定干扰，这就要求滚转

运动在完成各种各样高难度工作时，对它的效率、

安全性和可靠性提出了更高的要求，因此研究飞行

器滚转运动已经成为当下航空发展的需要。

Elzebda[15]等人比较了自由旋振杆上的细长三角翼

翼岩的三种模型，发现仅包含二次项的原始模型并

不能预测滚转散度，对模型加入三次项修正后，不

仅可以预测滚转散度，还得到了运动方程的渐进逼

近。焦萌倩[16]等人借助耗散能量平衡法、幅值包络

和能量包线随机平均法分别计算了外激和速度参激

下的复杂滚转运动模型的平稳概率密度解析解，并

数值模拟了 3 种方法的精度。文献[17-18]研究了细

长机翼和飞机进行大幅度振动时所产生的动力学影

响。刘伟等[19]分析了静稳定下细长三角翼滚转运动

出现 Hopf 分岔的临界条件，并借助藕合三维非定常

Navier-Stokes 方程与 Euler 刚体运动方程验证该结

论。虽然对滚转运动的研究很多，但研究非高斯噪

声激励的文献很少见，因此本文研究加性噪声激励

下滚转运动模型的分岔控制。 
1 受控的滚转运动系统 
由于三角翼飞行器滚转运动系统在运行过程中，

会产生震荡现象，因此需要对该系统加入控制器，

对系统进行预期控制。本节将设计了一个分数阶

PI Dλ µ 控制器，谈论该控制器中各参数对随机分岔

的控制作用。 
色噪声激励下含有分数阶 PI Dλ µ 控制器的三

角翼飞行器滚转系统方程如下所示： 
2 2 2 3 ( , ) ( )x x x x x x x x u x x W tω α β γ η ε+ + + + + = +                             （1） 

其中， , , ,α β γ η与ω依然表示三角翼飞行器滚转运动系统的固有系数与固有频率， ( )W t 表示均值为

零，相关函数为 ( ) ( ) ( ) exp( )D hR h W t W t h
τ τ

= + = 的色噪声， D 与 τ 表示噪声强度与关联时间。

0 1 2( , )u x x k x k I x k D xλ µε ε ε ε= + + 为分数阶 PI Dλ µ 控制器，这里 I xλ 与 D xµ 为 Riemann-Liouville 定义[20]的

λ阶的分数积分与µ 阶的分数导数，两者存在 n nD x D I xµ µ−= 的关系，ε 表示该控制器的系数，满足0 1ε< < 。 
定义 1 实值函数 ( )x t 的 Caputo 定义的分数导数如下： 

1 ( )

0

( )

1 ( ) ( ) , 1
( )( )

( ), .

t n n

n

t d n n N
nD x t

t n N

x

x

µ
µ τ τ τ µ

µ
µ

− − − − < < ∈Γ −= 
 = ∈

∫

 
其中， ( )Γ ⋅ 是伽马函数，并且 1

0
( ) x tx t e dt

∞ − −Γ = ∫ 。 

定义 2 实值函数 ( )x t 的λ阶分数积分被定义为如下： 

10

1 ( )( ) , 0.
( ) ( )

t xI x t d
t

λ
λ

τ τ λ
λ τ −= >

Γ −∫
 

并且， ( ) ( )( ) ( ) ( ).n n n nD x t D I x t I D x tµ µ µ− −= =  
在定义 1 与定义 2 中令 1,n t sτ= − = ，λ阶的分数积分与µ 阶的分数导数可以表示如下： 

0

10

1 ( )( ) ,0 1
(1 )

1 ( )( ) ,0 1.
( ) ( )

t

t

d x t sD x t ds
dt s

x t sI x t ds
s

µ
µ

λ
λ

µ
µ

λ
λ −

− = < < Γ −
 − = < <
 Γ

∫

∫
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受弱噪声与轻阻尼的系统（1）式将为一个准守恒系统，则系统阻尼消耗的能量与外部噪声激励产生的

能量相当多，即系统（1）式的响应是拟周期的，因此引入下列 VanderPol 变换： 

cos
sin

( ).

x a
x a

t t

θ
ω θ

θ ω ϕ

=
 = −
 = +



 

利用 Gamma 函数的定义， z 1

0
( ) e z dzµµ

∞ − −Γ = ∫ 及其性质 ( ) (1 )
sin
πµ µ
πµ

Γ Γ − = ，分数阶导数可以表达为下二

重积分： 

z 1

0 0

sin ( )( ) .
( )

t x sD x t e z dsdz
t s

µ µ
µ

πµ
π

∞ − −=
−∫ ∫


 

在上式中令
1

( )z t s y µ= − ，并定义函数
1/( )

0

sin( , ) ( )
t t s yy t e x s ds

µπµψ
πµ

− −= ∫  因此分数阶导数可以进一步转换为

带有 ( , )y tψ 的反常积分如下： 
1/( )

0 0 0

sin( ) ( ) . ( , )
t t s yD x t e x s dsdy y t dy

µµ πµ ψ
πµ

∞ ∞− −= =∫ ∫ ∫

                         
（2） 

根据（2）式可以得出， ( , )y tψ 满足下列偏微分方程 
1( , ) sin( , ) ( ).y t y y t x t

t
µψ πµψ

πµ
∂

= − +
∂

                             （3） 

上式方程为一线性非齐次常微分方程，借助常数变易法及 VanderPol 变换求解得出如下： 
1/

2 2 1/

2 2/ 2 1/

sin cos ( ) sin sin ( )( , ) ( ) ( ) .
2

tyt t yy t a t a t ce
y y

µ
µ

µ µ

πµ ω θ πµ ω θψ
πµ ω ω

−

= − +
+ +  

其中，c是由初始条件 ( ,0) 0yψ = 得出，将上式带入（3）式得出分数阶控制器中µ 阶分数阶导数的慢

变量表达式如下： 

( ) (cos cos sin sin ),0 1.
2 2

D x t aµ µ πµ πµω θ θ µ= − < <                   （4） 

根据分数阶微分与分数阶导数之间的关系，分数阶积分可以表示如下： 
(1 ) (1 )( ) (sin cos cos sin ),0 1.

2 2
I x t aλ λ π λ π λω θ θ λ− − −

= + < <               （5） 

将式（5）与式（4）带入分数阶控制器表达式得： 

0 1 2

0 1

2

1 1
0 1 2 1 2

( , )
(1 ) (1 )cos [ (sin cos cos sin )]

2 2

[ (cos cos sin sin )]
2 2

(1 ) (1 )( sin cos ) cos ( cos sin ) sin .
2 2 2 2

u x x k x k I x k D x

k a k a

k a

k k k a k k a

λ µ

λ

µ

λ µ λ µ

π λ π λθ ω θ θ

πµ πµω θ θ

π λ πµ π λ πµω ω θ ω ω ω θ

−

− − − −

= + +
− −

= + +

+ −

− −
= + + + −



 
为便于计算，记上式如下： 

0 1 2

1 1
1 2

(1 )( , ) sin cos ,
2 2

(1 )( , ) cos sin .
2 2

m k k k

n k k

λ µ

λ µ

π λ πµµ λ ω ω

π λ πµµ λ ω ω

−

− − −

− = + +
 − = −
  
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则分数阶表达式如下： 

( , ) ( , ) cos ( , ) sin .u x x m a n aµ λ θ µ λ ω θ= +                        （6） 

根据 VanderPol 变换得出
2

2
2( ) xa t x

ω
= +



以及关于 ( )a t 与 ( )tϕ 的微分方程如下 

2

1sin cos sin

1cos cos

a a x

x
a

ω θ θ θ
ω

ϕ ω θ θ
ω

 = − −

 = − −


 

 

                                （7） 

将分数阶控制器（6）式与 VanderPol 变换带入系统（1）式得 
2 2 2 3

2 3 2 3 2 2 3 3 3

( , ) ( )
cos sin cos sin sin cos sin

( , ) cos ( , ) sin ( ).

x x x x x x x x u x x W t
a a a a a

m a n a W t

ω α β γ η ε

ω θ α ω θ β ω θ θ γ ω θ θ η ω θ
ε µ λ θ ε µ λ ω θ

= − − − − − + +

= − + + − +
+ + +

     

（8） 

将上式带入（7）式得 
2 3 2 2 3 3 3 2 4

2 3 2 2 2 2 2 3

sin cos sin sin cos sin
sin 1[ ( , ) cos ( , ) sin ] sin ( ),

cos sin cos sin sin cos sin cos
cos 1[ ( , ) cos ( , ) sin ] cos ( ).

a a a a a

m a n a W t

a a a

m a n a W t
a a

α θ β θ γ ω θ θ η ω θ
ε θ µ λ θ µ λ ω θ θ
ω ω

ϕ α θ θ β θ γ ω θ θ η ω θ
ε θ µ λ θ µ λ ω θ θ
ω ω

= − − + −

− + −

= − − + −

− + −





 

将上式与随机平均法得标准形式
1

( ) ( , ) ( , ) ( ), 1, 2, .
m

j j jl l
l

d x t f x t g x t g t j n
dt =

= + =∑  作比较，得： 

2 3 2 2 3 3 3 2 4
11

12

2 3 2 2 2 2 2 3
21

22

11

sin cos sin sin cos sin ,
sin [ ( , ) cos ( , ) sin ],

cos sin cos sin sin cos sin cos ,
cos [ ( , ) cos ( , ) sin ],

1 sin ( ),

f a a a a

f m a n a

f a a a

f m a n a
a

g W t

α θ β θ γ ω θ θ η ω θ
ε θ µ λ θ µ λ ω θ
ω

α θ θ β θ γ ω θ θ η ω θ
ε θ µ λ θ µ λ ω θ
ω

θ
ω

= − − + −

= − +

= − − + −

= − +

= − 21
1 cos ( ).g W t
a

θ
ω

= −

          （9） 

其中，在 VanderPol 变换中 ( )a t 与 ( )tϕ 构成了马尔可夫扩散过程，则系统（1）是以 2 / Tπ ω = 为周期

进行准周期运动，因此对（9）式可以在准周期上进行下列时间平均。 

0

1[] [] .
T

d
T

θ= ∫
 

根据随机平均法以及伊藤微分规则得出幅值 ( )a t 的伊藤微分方程，经过幅值包络随机平均法的计算，

( )a t 中不含有相位 ( )tϕ ，因此（9）式中的振幅过程收敛于下利伊藤方程。 

( ) ( ) ( ).da m a dt a dB tσ= +                                 （10） 

这里 ( )B t 是标准的 Wiener 过程，且漂移系数 ( )m a 与扩散系数 ( )aσ 可以通过下列随机平均得出 

0

, 1 1

1 , 1

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

m n

j j t rs t jl t lst
l s r r t

n m
T

jk jr kr jl t ks t ls
r l s t

m X f X t g X t g X t R d
X

X X g X t g X t R d

τ

τ

τ τ τ

σσ σ σ τ τ τ

+−∞
= =

∞

+−∞
= =

∂
= + +

∂

= = +

∑∑∫

∑ ∑ ∫
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得漂移系数与扩散系数如下： 
3 2 3

1 1
2 1 2 2 2

(1 ) 1 3( ) ( sin cos ) ,
2 2 2 2 1 2 8 8
a D a a am a k k

a
µ λε πµ π λ α β ηωω ω

ω ω τ
− − − −

= − + ⋅ − − −
+

2
2 2 2

1( ) .
1

Daσ
ω ω τ

= ⋅
+  

根据（10）式的的伊藤微分方程得 da 的表达式不依赖于θ ，因此可获得系统的 FPK 方程如下 

2
2

2

1( , ) [ ( ) ( , )] [ ( ) ( , )] 0.
2

p a t m a p a t a p a t
t a a

σ∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂  

为求解上式中的 FPK 方程，则需先求出与时间无关的平稳概率密度函数 ( )p a ，关于 ( )p a 满足下列关

系： 

21( ) ( , ) [ ( ) ( , )] 0.
2

d d dG m a p a t a p a t
da da da

σ = − = 
   

将上式积分得： 

21( ) ( ) ( , ) [ ( ) ( , )] .
2 c

dG a m a p a t a p a t G
da

σ= − =                         （11） 

在上式中， cG 为常数，对边界中最常见得情形取它的概率流为零，则 ( )p a 存在，因此根据已经计算得

出的漂移系数，扩散系以及式（11）得 

2 2

3 2 3
1 1

2 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4
1 1 2

2 1

2 ( )( ) exp[ ]
( ) ( )

(1 ) 1 3( sin cos )
2 2 1 4 4exp[ ]1 1

1 1
(1 ) (1 ) (1 )exp[ ( ( sin cos )

2 2 2 2 1

c m ap a da
a a

D a aa k k ac a daD D

ca a ak k a
D D

µ λ

µ λ

σ σ
πµ π λ β ηωε ω ω α

ω ω τ

ω ω τ ω ω τ
ω ω τ ω ω τ ε πµ π λ α βω ω

− − −

− − −

=

−
− + ⋅ − − −

+=
⋅ ⋅
+ +
+ + −

= − − −

∫

∫

2 43 ].
6 16

aηω
−

（12） 

借助 VanderPol 变换，得出平稳 PDF 与联合 PDF 具有下列关系 

2
2

2

1( , ) ( ), .
2

xp x x p a a x
aπω ω

= = +




 

由上式得出关于 x 与 x的联合概率密度函数如下 

2 2 2 2 2 2
1 1

2 1

4 2 4
2

2 2 2 2 2 2
2 1 1

2 12

2
2 2

2

1( , ) ( )
2

(1 ) (1 ) (1 )exp[ ( ( sin cos )
2 2 2 2

3 ]
2 16 16

(1 ) (1 ) (1 )exp[ ( ( )( sin cos )
2 2 2 2

( ) (
2 16

p x x p a
a

c a k k
D D

a aa

c xx k k
D D w
xx x
w

µ λ

µ λ

πω
ω ω τ ω ω τ ε πµ π λω ω

π
α β ηω

ω ω τ ω ω τ ε πµ π λω ω
π

α β

− − −

− − −

=

+ + −
= −

− − −

+ + −
= + −

− + − +





 

2 2 2
2 2 2

2 2

3) ( ) ].
16

x xx
w w

ηω
− +



         

（13） 

2 受控系统的随机分岔 
在上一节中，根据据随机平均法，得到三角翼飞行器滚转运动系统的平稳概率密度函数以及联合概率密

度函数，在这一部分将根据奇异性理论，计算出系统中分数阶控制器的各参数对随机分岔的控制。 
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定理 2 根据（12）式 ( )p a 可表示如下 

1 2( ) ( , , , ) exp[ ( , , , , , , , , , , )].p a cR a D Q a D k kω τ ω τ α β η µ λ=                 （14） 

其中 
2 2 2

2 2 2 2
1

1 2 2

4 2 4
1 2

1

(1 )( , , , ) ,

(1 )( , , , , , , , , , , ) ( ( sin
2 2

(1 ) 3cos ) ].
2 2 16 16

aR a D
D

aQ a D k k k
D

a ak a

µ

λ

ω ω τω τ

ω ω τ ε πµω τ α β η µ λ ω

π λ α β ηωω

−

− −

+
=

+
=

−
− − − −

 
由奇异性理论得，平稳概率密度函数需要满足如下得两个条件 

2

2

( ) ( )0, 0.p a p a
a a

∂ ∂
= =

∂ ∂  
将（14）式带入上式可得出如下条件 

2{ 0, 2 0}.H R RQ R R Q RQ RQ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′= + = + + + =                    （15） 

其中， H 为平稳 PDF 曲线峰值数目变化的条件。则噪声强度与系统的各参数满足如下的约束条件 
4 2 4

2 2 2 2 2 1 1
2 1

3 (1 )(1 )[ ( sin cos )].
4 4 2 2
a aD a a k kµ λβ ηω πµ π λω ω τ α ε ω ω− − − −

= + + + − −
    

（16） 

1 1 3 2 3
2 1

(1 )2 ( sin cos ) 2 3 0.
2 2

a k k a a aµ λπµ π λε ω ω α β ηω− − − −
− − − − =

        
（17） 

 
从上式中可得，该式至多有三个解，并且解的

个数依赖于 , , , ,α β η µ λ 以及ε 六个数的取值，如果

上式有一个解，则幅值的平稳概率密度函数为单峰

分布。如果有三个解，则平稳概率密度函数为双峰

分布。即随着参数的变化，就会出现单峰向双峰跃

迁的情形，则发生了随机分岔。下面固定参数值

1 20.2, 0.56, 0.3, 0.15k k β η= = = − = ，集中讨论分数

阶微分数 µ 、积分数λ以及分数阶控制器系数ε 对

系统随机分岔的影响。 
3 受控系统的数值分析 
3.1 受控系统中微分数µ 对随机 P-分岔的影响 
给定参数值 0.7, 0.5, 0.6, 1, 1cλ ε τ ω= = = = = ，

根据（16）式与（17）式，画出分数阶 PID 控制器

在 0.4µ = 和 0.8µ = 时α 与 D 之间的二分岔图，

如图 1。在图 1 中，区域 I 与区域 II 表示 0.8µ = 时，

平稳概率密度函数具有三个极值，此时联合概率密

度函数呈现双峰。区域 II 与区域 III 表示 0.4µ = 时，

平稳概率密度函数具有一个极值，则联合概率密度

函数呈现单峰。在区域 II 中任意取一点（α ， D ）

=（0.11，0.1），在图 2 中分别给出了该点在 0.4µ =
与 0.8µ = 时系统联合概率密度函数图中峰值的变

化情况。观察图 2 的（a）与（b）可以得出，滚转运

动系统在加入分数阶 PID 控制器之后，随着分数阶

微分数µ 的变化，系统确实发生分岔现象。图 2 的

（a）是分数阶微分数等于 0。4 时，带有分数阶控

制器的滚转运动系统的联合概率密度图，由图可知，

此时该图呈现单峰状态。图 2 的（b）是分数阶微分

数等于 0.8 时，带有分数阶 PID 控制器的滚转运动

系统的联合概率密度图，观察可知，此时图呈现双

峰状态。即在图 2 中，随着分数阶微分数的增加，

系统的联合概率密度图由单峰跃迁为双峰，说明系

统的联合概率密度函数出现了随机 P 分岔。 
3.2 受控系统中积分数 对随机 P 分岔的影响 
为检验分数阶 PID 控制器中积分数 对三角翼

滚转运动系统的随机分岔的影响。根据式（16）与

（17）的噪声强度与各参数之间的约束条件，给定

参数值 不变，

在 与 时，画出 和噪声强度 的二

分岔图，如图 3 所示。在图 3 中，区域 I 与区域 II
表示积分数 时，系统的联合概率密度函数具

有三个极值且概率密度图呈现双峰状态。区域 II 与
区域 III 为积分数 时，系统的平稳概率密度

λ
λ

0.5,µ = 0.5, 0.6, 1, 1cε τ ω= = = =
0.5λ = 0.7λ = α D

0.5λ =

0.7λ =
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函数具有一个极值，此时图像呈现单峰状态。 
任 意 在 图 3 的 区 域 II 中 选 取 一 点

验证上面结论，图 4 中的（a）与

（b）分别给出了这一点在分数阶 PID 控制器的积分

数 与 时，系统的平稳联合概率密度函

数图。 
根据下列图 4 中的（a）与（b）可知，

时，受控系统的联合概率密度函数图呈现双峰状态。

当分数阶积分数 时，系统的联合概率密度函

数图呈现单峰状态。即图 4 的（a）与（b）图说明了

分数阶积分数 的变化会引起受控系统的性质发生

变化，随着分数阶积分数 的增加，系统的联合概

率密度函数图会由双峰跃迁为单峰。因此，分数阶

积分数 可以诱导系统发生随机 P 分岔。 
3.3 分数阶控制器系数 对随机 P-分岔的影响 
在上面两部分中探究了分数阶 PID 控制器中的

微分数 与积分数 对系统随机 P 分岔的影响。接

下来，主要探究该控制器的参数 对随机 P 分岔的

影响。与上两部分类似，固定参数值： 

，根据式（16）
与（17）的噪声强度与各参数之间的约束条件，画出

在 0。4 与 0。6 时 与 之间的二分岔图，如图

5 所示。在图中，区域 I 与区域 II 表示 时，

平稳概率密度函数具有一个极值且此时图像呈现单

峰分布。区域 II 与区域 III 表示 时，平稳概

率密度函数具有三个极值且图像呈现双峰状态。 
类似于上两节，为验证上面结论，在图 5 的区

域 II 中选取一点 。根据联合概率

密度函数，在图 6 中画出受控系统在 与

时的联合概率密度函数图，其中图 6（a）为

时，受控系统的联合概率密度函数图，观察

可知此时图像呈现单峰分布。图6（b）为 时，

受控系统的联合概率密度函数图，观察可知此时图

像呈现双峰分布。 
因此，随着分数阶 PID 控制器参数 的增加，

系统的联合概率密度图由单峰变为双峰，这表明分

数阶 PID 控制器参数 的变化可以诱导随机 P 分岔

的发生。 

 

图 1  0.4µ = 与 0.8µ = 时受控系统在平面（α ， D）内的二分岔图 

       
（b）                                           （a） 

图 2  受控系统式（18）的联合概率密度图（（a） 0.4µ = ，（b） 0.8µ = ） 

( , ) (0.1,0.16)Dα =

0.5λ = 0.7λ =

0.5λ =

0.7λ =

λ
λ

λ
ε

µ λ
ε

0.5, 0.6, 0.6, 1, 1cµ λ τ ω= = = = =

ε α D
0.4ε =

0.6ε =

( , ) (0.11,0.2)Dα =

0.4ε =
0.6ε =
0.4ε =

0.6ε =

ε

ε
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图 3  0.5λ = 与 0.7λ = 时受控系统在平面 ( , )Dα 内的二分岔图 

    

（a）                                （b） 
图 4  受控系统式（18）的联合概率密度图（（a） 0.5λ = ，（b） 0.7λ = ） 

 

图 5  0.4ε = 与 0.6ε = 时受控系统在平面 ( , )Dα 内的二分岔图 
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（a）（b） 

图 6  受控系统式（18）的联合概率密度图（（a） 0.4ε = ，（b） 0.6ε = ） 

 
根据以上对分数阶 PID 控制器的微分数µ ，积

分数λ及其系数ε 的研究，可以得出分数阶 PID 控

制器在系统中确实可以有效地实现随机 P 分岔控制。

在研究中发现，随着分数阶微分µ 和分数阶 PID 控

制器系数ε 的不断增加，系统平稳联合概率密度函

数由单峰跃迁为双峰，导致随机 P 分岔的发生。而

分数阶积分数λ，对系统也会起到控制的作用，即

随着它的值的增加，联合概率密度函数图会由双峰

变为单峰。 
因此，微积分数µ ，积分数λ以及系数ε 可以

作为分岔参数，诱导系统发生随机 P 分岔，使系统

的平稳联合概率密度函数在状态空间中发生跃迁，

即分数阶 PID 控制器可以对随机系统的随机分岔进

行预期的控制。 
4 结论 
根据实际生活的需要，本文在三角翼飞行器滚

转运动系统中引入色噪声激励，对该系统进行 P 分

岔控制。由于分数阶 PID 控制器比常规 PID 控制器

多了两个参数，在控制的灵活性和准确性中都会有

较大的改善。 
所以，本文引用分数阶 PID 控制器对系统进行

控制。首先根据随机平均法计算出系统相应的平稳

概率密度函数。再借助奇异性分析理论，得出受控

系统发生随机分岔时所满足的条件。最后，经理论

分析及数值验证发现，分数阶微分µ 、分数阶积分
λ和控制器系数ε 的变化都可以使系统发生随机 P
分岔。 
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