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基于灰色加权马氏链的某军品质量合格率预测 
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【摘要】某军品的一次检验合格率系列同时具有内在规律性和随机波动性，选取灰色加权马氏链模型

对序列进行预测。结果表明，组合模型的预测误差仅为 1.08%，优于单纯 GM（1,1）模型的 4.91%，且前者

的小误差概率及后验差比值分别为 1.00 和 0.12，均优于后者的 0.83 和 0.50，预测精度显著优于后者，并据

此模型对未来 6 批次的合格率进行了预测分析。 
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Prediction of Qualified Rate of a Military Product Based on Grey Weighted Markov Chain 

Daiqing Chen, Qing Chang, Mingjun He, Yaqi Guo 

China Airborne Missile Academy, Luoyang City, Henan Province 

【Abstract】Through the statistics of the one-time inspection qualification rate of products produced in 12 
consecutive batches of a military parts production line, it is found that the time series has inherent regularity and 
random volatility, GM(1,1) model and grey weighted Markov model are respectively selected to predict the 
qualification rate. The results show that the relative error of grey weighted Markov model for prediction is only 
1.08%, which is obviously better than 4.91% of GM(1,1) model. The small error probability and posterior error 
ratio of the former are 1.00 and 0.12 respectively, which are better than 0.83 and 0.50 of the latter. The prediction 
accuracy of the former is significantly better than the latter. Finally, the excellent grey weighted Markov model is 
used to predict the qualification rate of the next 6 batches. 
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对于一个特定的生产系统，质量合格率是衡量其

生产能力的重要指标，对合格率的有效预测有助于度

量未来的有效产能，从而为生产决策提供依据[1-3]。

20 世纪 80 年代，邓聚龙教授提出并创立了灰色理论，

并在预测领域得到了广泛应用。灰色预测对数据及其

分布没有特殊要求，即使历史数据较少，对任意的随

机分布也能得到较好的预测精度，能揭示事物发展的

总体趋势和规律，但弱化了随机性；然而，在随机过

程中，马尔可夫预测法具有重要地位，作为一种概率

预测法，其能很好地体现事物发展的随机波动性，但

要求待处理的数据较为平稳[4-5]。由于质量合格率序

列同时具有规律性和随机波动性，且序列波动相对平

稳。因此，将灰色模型与马尔可夫理论组合应用于产

品质量合格率的预测研究。 

1 灰色理论与加权马氏链预测 
1.1 GM(1,1)模型 
GM(1,1)预测模型是灰色预测的核心，其建模过

程如下： 
对于给定的原始时间序列 

𝑋𝑋(0) = {𝑥𝑥(0)(1),𝑥𝑥(0) 
(2), … ,𝑥𝑥(0)(𝑛𝑛)}， 

求其一阶累加生成序列 1-AGO 为 
𝑋𝑋(1) = {𝑥𝑥(1)(1),𝑥𝑥(1)(2), … , 𝑥𝑥(1)(𝑛𝑛)}， 

其中 
𝑥𝑥(1)(𝑡𝑡) = ∑ 𝑥𝑥(0)(𝑖𝑖)𝑡𝑡

𝑖𝑖=1 ,𝑡𝑡 = 1,2, … ,𝑛𝑛； 

进一步得𝑋𝑋(1)的紧邻均值生成序列 
𝑍𝑍(1) = {𝑧𝑧(1)(1), 𝑧𝑧(1)(2), … , 𝑧𝑧(1)(𝑛𝑛)}， 

其中， 
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𝑧𝑧(1)(𝑡𝑡) = 1
2
�𝑥𝑥(1)(𝑡𝑡) + 𝑥𝑥(1)(𝑡𝑡 − 1)�, 𝑡𝑡 = 2,3, … ,𝑛𝑛。 

则一元一阶灰色微分方程 
𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) + 𝑎𝑎𝑧𝑧(1)(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏即为 GM(1,1)模型，𝑎𝑎为发

展灰数，𝑏𝑏为内生控制灰数。设 

𝑎𝑎 = �
𝑎𝑎
𝑏𝑏� 

为参数向量，则𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) + 𝑎𝑎𝑧𝑧(1)(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏的最小二乘参

数估计为 

𝑎𝑎� = (𝐵𝐵T𝐵𝐵)−1𝐵𝐵T𝑌𝑌，其中，𝐵𝐵 =

⎣
⎢
⎢
⎡−𝑧𝑧

(1)(2) 1
−𝑧𝑧(1)(3) 1

⋮ ⋮
−𝑧𝑧(1)(𝑛𝑛) 1⎦

⎥
⎥
⎤

,𝑌𝑌 =

⎣
⎢
⎢
⎡𝑥𝑥

(0)(2)
𝑥𝑥(0)(3)

⋮
𝑥𝑥(0)(𝑛𝑛)⎦

⎥
⎥
⎤
 

d𝑥𝑥(1)

d𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑥𝑥(1) = 𝑏𝑏 

为 GM(1,1)模型的白化方程（影子方程），其解为灰

色预测的时间响应函数，即 

𝑥𝑥�(1)(𝑡𝑡 + 1) = �𝑥𝑥(1)(1) − 𝑏𝑏
𝑎𝑎
� 𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎
, 𝑡𝑡 = 0,1, 

2, … ,𝑛𝑛 
其中，𝑥𝑥�(1)(𝑡𝑡 + 1)为累加预测值，将其还原可得原始

序列的预测值，即 
𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥�(1)(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥�(1)(𝑡𝑡 − 1) = 

�𝑥𝑥(0)(1) −
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

(1 − 𝑒𝑒𝑎𝑎)𝑒𝑒−𝑎𝑎(𝑡𝑡−1), 𝑡𝑡 > 1 

1.2 灰色加权马氏链预测过程 
传统的马氏链预测法是基于绝对分布的预测方

法，预测过程要求马氏链具有齐次性，否则预测精度

没法保证，这在随机性较强的实际问题中并不容易实

现[5]。于是，经过改进产生了叠加马氏链、加权马氏

链等预测法，加权马氏链是对叠加马氏链的进一步改

进，其与灰色模型进行组合应用的预测步骤如下： 
（1）建立 GM(1,1)灰色模型，求出各预测值

𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)； 
（2）确定残差序列并划分状态； 
计算GM(1,1)模型的预测值与实际值间的残差𝜀𝜀， 

𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 = 1,2, … ,𝑛𝑛 

由此得残差序列𝜺𝜺 = {𝜀𝜀𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 = 1,2, … ,𝑛𝑛}，𝜺𝜺是一个

非平稳随机序列，将其划分为𝑚𝑚个状态（通常，

𝑚𝑚 = 3~5），状态集合𝑬𝑬 = {𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑚𝑚 }，其中

𝐸𝐸𝑖𝑖 = [𝑒𝑒𝑖𝑖1, 𝑒𝑒𝑖𝑖2]，𝑒𝑒𝑖𝑖1、𝑒𝑒𝑖𝑖2分别为𝐸𝐸𝑖𝑖的下限和上限。 
（3）计算𝑘𝑘步状态转移概率矩阵； 
若马氏链在𝑡𝑡时刻处于状态𝐸𝐸𝑖𝑖，经过𝑘𝑘步转移后，

在𝑡𝑡 + 𝑘𝑘时刻到达了状态𝐸𝐸𝑗𝑗，则马氏链的𝑘𝑘步转移概率

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗 (𝑘𝑘) = 𝑃𝑃�𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑘𝑘 = 𝐸𝐸𝑗𝑗 �𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝑖𝑖�, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑚𝑚。𝑘𝑘步状

态转移概率矩阵可表达为 

𝑃𝑃(𝑘𝑘) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑝𝑝11

(𝑘𝑘) 𝑝𝑝12
(𝑘𝑘)

𝑝𝑝21
(𝑘𝑘) 𝑝𝑝22

(𝑘𝑘)
⋯ 𝑝𝑝1𝑚𝑚

(𝑘𝑘)

⋯ 𝑝𝑝2𝑚𝑚
(𝑘𝑘)

⋮ ⋮
𝑝𝑝𝑚𝑚1

(𝑘𝑘) 𝑝𝑝𝑚𝑚2
(𝑘𝑘)

⋱ ⋮
⋯ 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑚𝑚

(𝑘𝑘) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

其中，�𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗 = 1

𝑚𝑚

𝑗𝑗=1

, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑚𝑚 

（4）计算加权转移概率并确定预测状态； 
例如，当预测𝑛𝑛 + 1时刻的残差状态时，分别利

用𝑛𝑛、𝑛𝑛 − 1、…、𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1时刻的残差状态作为初始

态，求得 1、2、…、𝑘𝑘步长的转移概率，再将各步长

的转移概率加权求和，求和后的最大转移概率所对应

的状态即为𝑛𝑛 + 1时刻的残差状态，即 
𝑝𝑝 = [𝑝𝑝(1), 𝑝𝑝(2), … , 𝑝𝑝(𝑚𝑚)]

= ��𝜔𝜔𝑠𝑠𝑝𝑝(𝑠𝑠)(1),�𝜔𝜔𝑠𝑠𝑝𝑝(𝑠𝑠)(2), … ,�𝜔𝜔𝑠𝑠𝑝𝑝(𝑠𝑠)(𝑚𝑚)
𝑘𝑘

𝑠𝑠=1

𝑘𝑘

𝑠𝑠=1

𝑘𝑘

𝑠𝑠=1

� 

则𝑝𝑝(𝑗𝑗) = max{𝑝𝑝(𝑖𝑖), 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸}所对应的𝐸𝐸𝑗𝑗即为该时刻的残

差预测状态。其中，𝜔𝜔𝑠𝑠为𝑠𝑠步转移概率矩阵的权重， 

𝜔𝜔𝑠𝑠 =
|𝜌𝜌𝑠𝑠|

∑ |𝜌𝜌𝑠𝑠|𝑘𝑘
𝑠𝑠=1

, 𝑠𝑠 = 1,2, … , 𝑘𝑘； 

𝜌𝜌𝑠𝑠为𝑠𝑠步的自相关系数， 

𝜌𝜌𝑠𝑠 = ∑ (𝜀𝜀𝑡𝑡−𝜀𝜀�)(𝜀𝜀𝑡𝑡+𝑠𝑠−𝜀𝜀�)𝑛𝑛−𝑠𝑠
𝑡𝑡=1
∑ (𝜀𝜀𝑡𝑡−𝜀𝜀�)𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

2 ， 

𝜀𝜀𝑡𝑡为𝑡𝑡时刻的残差，𝜀𝜀为̅残差序列的均值， 

𝜀𝜀̅ = 1
𝑛𝑛
∑ 𝜀𝜀𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 。 

（5）调整 GM 预测值。 
若下一步的预测状态为𝐸𝐸𝑗𝑗，则下一步的调整后预

测值为 

𝑥𝑥�𝜀𝜀
(0)(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡) +

1
2 �𝑒𝑒𝑗𝑗

1 + 𝑒𝑒𝑗𝑗2� 

其中，𝑒𝑒𝑗𝑗1、𝑒𝑒𝑗𝑗2分别为𝐸𝐸𝑗𝑗的下限和上限。 
1.2 GM(1,1)模型检验 
建立 GM(1,1)模型后，需对模型的预测精度进行

检验，检验合格后方能用于预测，否则需进行残差修

正。GM(1,1)模型的精度检验类型及标准见表 1。 
（1）相对误差 

（2） 

（3） 

（6） 

（1） 

（5） 

（4） 



陈代青，常青，和明军，郭雅琪                                         基于灰色加权马氏链的某军品质量合格率预测 

- 3 - 

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = �𝑥𝑥 (0)(𝑡𝑡)−𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)�
𝑥𝑥 (0)(𝑡𝑡) × 100%, 𝑡𝑡 = 1,2, … ,𝑛𝑛； 

（平均）相对误差 

𝜑𝜑� = 1
𝑛𝑛
∑ 𝜑𝜑(𝑡𝑡)𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 。 

（2）小误差概率及后验差比值。 
计算原始序列的平均值： 

�̅�𝑥(0) =
1
𝑛𝑛�𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡)

𝑛𝑛

𝑡𝑡=1

 

均方差 

𝑆𝑆1 = �∑ (𝑥𝑥 (0)(𝑡𝑡)−𝑥𝑥̅(0))2𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛−1
�

1
2
； 

计算绝对误差均值 

∆�= 1
𝑛𝑛
∑ �𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)�𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 ， 

计算绝对误差方差 

𝑆𝑆2 = �∑ (�𝑥𝑥 (0)(𝑡𝑡)−𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)�−∆�)2𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛−1
�

1
2
， 

其中，绝对误差 

∆(0)(𝑡𝑡) = �𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)� × 100%； 

故后验差比值𝐶𝐶 = 𝑆𝑆2/𝑆𝑆1，小误差概率 

𝑃𝑃 = 𝑃𝑃 ���𝑥𝑥(0)(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥�(0)(𝑡𝑡)� − ∆�� < 0.6745𝑆𝑆1�。 

2 质量合格率预测实例 
某军工零部件产线按小批量生产相应配套产品，

生产完成后，需按批次进行质量全检，通过连续对该

产品 12 批次的检验数据进行统计，得如表 2 所示的

产品一次检验合格率。 

表 1  GM(1,1)模型精度检验类型及标准 

精度等级 相对误差/% 小误差概率 后验差比值 适用预测 

一级 1 0.95 0.35 长期 
二级 5 0.80 0.50 中长期 
三级 10 0.70 0.65 短期 

四级 20 0.60 0.80 短期 

表 2  某零部件产线连续 12 批次合格率统计 

统计批次/时间 一次检验合格率/% 统计批次/时间 一次检验合格率/% 
01 90.91 07 97.40 
02 83.77 08 96.10 
03 86.36 09 91.56 
04 96.75 10 95.45 
05 100 11 90.26 
06 98.70 12 85.71 

 
2.1 计算 GM(1,1)模型预测值并划分状态 
由式（1）得参数向量𝑎𝑎的最小二乘估计为 

𝑎𝑎� = (𝐵𝐵T𝐵𝐵)−1𝐵𝐵T𝑌𝑌 = �−0.00017952
0.9281 � 

即𝑎𝑎� = −0.00017952，𝑏𝑏� = 0.9281， 

且𝑥𝑥(1)(1) = 0.9091，则由式（2）得时间响应函数为 
𝑥𝑥�(1)(𝑡𝑡 + 1) = 5170.6236𝑒𝑒0.00017952 𝑡𝑡 − 5169.7145, 

𝑡𝑡 = 0,1,2, … ,𝑛𝑛 

据式（3）可得该零部件产品各统计批次的一次检

验合格率预测值，见表 3。并据其预测残差将各统计批

次划分为 4 个状态，各状态区间分别为𝐸𝐸1[-9.06%,-6.4
9%];𝐸𝐸2(-6.49%,0.00%];𝐸𝐸3(0.00%,3.89%];𝐸𝐸4(3.89%,7.1
2%]。 

表 3 合格率 GM(1,1)模型预测值 

统计批次/时间 实际值/% 预测值/% 残差/% 状态 
01 90.91 90.91 0.00 𝐸𝐸2 
02 83.77 92.83 -9.06 𝐸𝐸1 
03 86.36 92.85 -6.49 𝐸𝐸1 
04 96.75 92.86 3.89 𝐸𝐸3 
05 100 92.88 7.12 𝐸𝐸4 
06 98.70 92.90 5.80 𝐸𝐸4 
07 97.40 92.91 4.49 𝐸𝐸4 
08 96.10 92.93 3.17 𝐸𝐸3 
09 91.56 92.95 -1.39 𝐸𝐸2 
10 95.45 92.96 2.49 𝐸𝐸3 
11 90.26 92.98 -2.72 𝐸𝐸2 
12 85.71 93.00 -7.29 𝐸𝐸1 
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2.2 加权马氏链修正预测值 
现取步长𝑘𝑘 = 4进行预测。据表 3 中各统计批次

的残差分布状态可得马氏链的第一、二、三、四步状

态转移概率矩阵𝑃𝑃(1)、𝑃𝑃(2)、𝑃𝑃(3)、𝑃𝑃(4)分别为 
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. 

且各步长转移概率矩阵所对应的权重 
𝜔𝜔 = [𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,𝜔𝜔3,𝜔𝜔4] = [0.4527, 0.0651, 0.1759,0.3063]. 

采用加权马氏链预测法对GM(1,1)模型预测值进

行修正，得各批次预测值见表 4。 
据 1.3 节检验指标计算式得各指标值见表 5。 
显然，两种预测模型的各项指标均检验合格，且

由各检验指标值可得灰色加权马氏链预测模型的预

测效果明显优于 GM(1,1)模型。其中，灰色加权马氏

链预测模型的精度等级达到了一级，适用于长期预测；

而 GM(1,1)模型的预测精度处于二级，相对较差。现

分别采用这两种预测模型对未来 6 个批次的产品合

格率进行预测，即模型外推 6 批次，预测结果见表 6。 
结果表明，在对未来 6 个批次的质量合格率预测

中，GM(1,1)模型的预测值约为 93%，且有缓慢增加

的趋势，表明该生产系统在未来一定批次（时间）内

的产品整体合格率相对较高，且略有上升；灰色加权

马氏链模型的预测值存在波动性，从 12 批次的 85.23%
上升至13批次的98.52%后，在14批次减为94.98%，

而后连续 3 个批次约为 98.6%，在 18 批次再次减少

为 95.05%。 
将各模型预测值与实际值进行对比可直观得出

相关结论，见图 1。 
图 1 表明，GM(1,1)预测模型反映了时间序列的

整体发展趋势，这与理论分析相符，但由于弱化了随

机因素，与实际值间的偏差较大，精度约 95%（即

“1−𝜑𝜑�”）；而灰色加权马氏链模型的预测值与实际

值间的偏差比 GM(1,1)模型小，预测精度更高，约为

99%，该模型的外推预测值可作为指导生产的决策依

据，可信度更高。 

表 4 灰色加权马氏链预测值与 GM(1,1)模型预测值对比 

统计批次/时间 实际值/% 
GM(1,1)模型预测 灰色加权马氏链预测 

预测值/% 相对误差/% 修正值/% 相对误差/% 

01 90.91 90.91 0.00 90.91 0.00 

02 83.77 92.83 10.82 85.06 1.53 

03 86.36 92.85 7.52 85.08 1.49 

04 96.75 92.86 4.02 94.81 2.01 

05 100 92.88 7.12 98.39 1.62 

06 98.70 92.90 5.88 98.41 0.30 

07 97.40 92.91 4.61 98.42 1.04 

08 96.10 92.93 3.30 94.88 1.27 

09 91.56 92.95 1.52 89.71 2.03 

10 95.45 92.96 2.61 94.91 0.57 

11 90.26 92.98 3.01 89.74 0.58 

12 85.71 93.00 8.51 85.23 0.57 
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表 5 模型精度检验结果 

 （平均）相对误差 小误差概率 后验差比值 精度等级 适用预测 

灰色加权马氏链预测 1.08% 1.00 0.12 一级 长期 

GM(1,1)模型预测 4.91% 0.83 0.50 二级 中长期 

表 6 未来 6 批次产品合格率预测 

未来批次/时间 
GM(1,1)模型 灰色加权马氏链预测 

预测值/% 修正值/% 预测状态 

13 93.01 98.52 𝐸𝐸4 

14 93.03 94.98 𝐸𝐸3 

15 93.05 98.56 𝐸𝐸4 

16 93.06 98.57 𝐸𝐸4 

17 93.08 98.59 𝐸𝐸4 

18 93.10 95.05 𝐸𝐸3 

 

图 1 各模型预测值对比 

 

3 结束语 
本文通过GM(1,1)模型来揭示质量合格率序列的

规律性，通过加权马氏链来反映序列的随机性，对模

型进行了组合应用。结果表明，灰色加权马氏链预测

法具有比单纯的 GM(1,1)模型更高的预测精度，适用

于该军品质量合格率的长期预测。 
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