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Zolotarev 距离下随机和收敛速率估计及其极限理论应用 
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四川大学数学学院  四川成都 

【摘要】随机和及其极限理论近几年在保险学、可靠性理论和金融应用中起到了十分重要的地位，因

而对随机和在大数律下收敛速率的研究也十分关键。本文利用一种新的度量 Zolotarev 距离，研究随机和分

布在 Zolotarev 距离上的收敛速率的上界，在此基础上将 Korolev 和 Zeifman 提出的混合泊松和推广到任意

随机和的收敛速率，最后讨论 Zolotarev 距离下收敛性与依分布收敛之间的关系，并就相关随机树方面的应

用作一些讨论。 
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Stochastic and convergence rate estimation at Zolotarev distance and its application to limit theory 
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【Abstract】 In recent years, stochastic sum and its limit theory have played a very important role in 
insurance, reliability theory and financial applications, so the research on the convergence rate of stochastic sum 
under the law of large numbers is also very critical. In this paper, a new metric Zolotarev distance is used to study 
the upper bound of the convergence rate of random sum distribution over Zolotarev distance. On this basis, the 
mixed Poisson sums proposed by Korolev and Zeifman are extended to the convergence rate of arbitrary random 
sums. Finally, the relationship between convergence under Zolotarev distance and convergence in distribution is 
discussed, and some applications of related random trees are discussed. 
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1 引言 
随机和在金融保险、排队系统、分支过程等领域都有着广泛的应用。在随机几何分析中，考虑随机个

随机变量之和及其收敛性质也是一直备受关注的问题。关于随机和的大数定律收敛速度的首次研究自然集

中于 Rényi 定理[1]，其中 Korolev[2]证明了独立同分布（i.i.d.）随机变量（r.v.）随机和的一般大数定律。而

在 20 世纪 70 年代俄罗斯数学家 Zolotarev 引入 Zolotarev 距离的概念，主要用于讨论了独立的随机变量渐进

性质，由于它具有分布接近性的自然特征所以被广泛的运用在现代极限理论当中，在诸多随机结构的渐进

正态性研究中发挥着重要作用。在 Kalashnikov[3]中，Rényi 定理的收敛速度是根据 Zolotarev 理想距离得出

的。Rényi 定理中以 Zolotarev 距离表示的收敛速度的界是由 Brown[4]（对于非负和）和 Shevtsova 和 Tselishev[5]

（对于一般情况）得出的。 
在现代国内外相关研究中，苏淳[6]给出了强大数律收敛的速度下界，Wang 和 Zhao[7]以及 Dai[8]考虑了

统计理论和方法中的完全三阶负相关随机变量的收敛性；Qiu 和 Chen[9]研究了相互独立的随机变量序列的完

全矩收敛；Bening 和 Korolev[10]、Korolev[11]、Schluter 和 Trede[12]讨论了类似于负二项式和的中心极限定理
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的收敛速度边界；Korolev[13]使用 Zolotarev 距离证明混合泊松随机和的大数定律收敛速度的上界，并扩展到

混合泊松分布等相当广泛的一类随机指数上。 
在实际应用层面，随着计算机和网络的发展，随机图论成为一个新兴的研究领域，可以应用于随机网

络，计算机检索，模拟传染性疾病的传播及控制等。近几年随着人工智能的发展，随机树的应用研究也越

加广泛，Aung 和 Myat[14]使用了 K 均值和随机树算法比较混合检测方法和唯一检测方法时，显示入侵检测

的准确性和时间的复杂性。Philipp Probst[15]利用随机数模型关于参数对预测性能和变量重要性度量的影响做

了相关综述；SalimHeddam[16]将极端随机化树（ERT）多元自适应回归样条（MARS），随机森林（RF）和

多层感知器神经网络（MLPNN）结合在一起提出了一个新的机器学习家族。Cheng[17]提出了一种随机化树

（AET）的物联网大数据智能恢复方案。通过检测和去除异常值来对收集的数据集进行去噪，以此提高恢

复数据的准确性。以随机二叉树为代表的随机变量的极限性质对于数学、概率、计算机领域发展都十分关

键，探索随机变量之和结构的极限性质是我们深入研究的前提。 
本文的创新点主要是以下三点：首先基于 Korolev 所讨论的混合泊松随机和基于大数律下的收敛速率得

到 Zolotarev 距离下大数定律的收敛速度存在上界并且与𝑛
𝑠
2同阶；其次证明了在 Zolotarev 距离下基于混合泊

松随机和的收敛速率的上界；第三基于随机变量收敛性与不同概率距离趋于 0 之间的关系，利用 Zolotarev
距离和𝜆距离之间的关系以及特征函数的连续性定理，可以得到 Zolotarev 距离下收敛可以推导出依分布收

敛。最后我们讨论满足分布递归方程的随机变量序列{𝑋𝑛}，其中心极限 定理在依 Zolotarev 距离𝜁3收敛的 
速度与 1

√𝑙𝑛𝑛
 同阶。 

文章以下各节结构如下：第二章讨论 Zolotarev 距离及其相关性质。第三章基于 Victor Korolev 讨论的

混合泊松随机和基于大数律下的收玫速率，进一步考虑在 Zolotarev 距离下大数定律及随机和的收玫情况，

并给出更一般的推广形式。在第三章第三节还讨论了 Zolotarev 距离下收敛性与依分布收敛之间的关系。最

后一章讨论 Zolotarev 距离下关于随机树的应用实例。 
2 Zolotarev 距离及其相关性质 
定义 2.1（Zolotarev 距离）设 𝑠 > 0，𝑠 = 𝑚 + 𝛼，其中 m 为整数，0 < 𝛼 ≤ 1ℱ𝑠 表示满足以下全体R上

的实值函数全体： 

�𝑓（𝑚）（𝑥）− 𝑓（𝑚）（𝑦）� ≤ |𝑥 − 𝑦|𝛼 . 

设X与Y都是实值随机变量，关于他们的s阶 Zolotarev 距离定义为： 

𝜁𝑠（𝑋，𝑌） = s  �∣ 𝐸�𝑓（𝑥）− 𝑓（𝑦） ∣：𝑓 ∈ ℱ𝑠�.� 

定理 2.1 Zolotarev 距离基本性质[6] 
（1）Zolotarev 距离𝜁𝑠为一个s阶理想距离，𝑠 = 𝑚 + 𝛼，其中m为整数，0 < 𝛼 ≤ 1，则当𝜁𝑠（𝑋，𝑌） < ∞，

有𝐸𝑋𝑘 = 𝐸𝑌𝑘，𝑘 = 1，2⋯𝑚. 

（2）若 𝐸𝑋𝑘 = 𝐸𝑌𝑘 ⇒ 𝜁𝑠（𝑋，𝑌） ≤ Γ（1+𝛼）
Γ（1+𝑠）

⋅ [𝐸|𝑋|𝑠 + 𝐸|𝑌|𝑠]. 

（3） 𝜁𝑠（𝑋，𝑌） < ∞⇔ �𝐸𝑋
𝑘 = 𝐸𝑌𝑘，𝑘 = 1，2，…，𝑚

𝐸|𝑋|𝑠 + 𝐸|𝑌|𝑠 < ∞
�. 

定理 2.2[6] 
（1）对任何随机变量𝑋与𝑌，对𝑠 = 𝑚 + 𝛼，其中𝑚为整数，0 < 𝛼 ≤ 1，都有： 

𝜆1+𝑠（𝑋，𝑌） ≤ 2−𝛼𝜁𝑠（𝑋，𝑌）. 

（2）当0 < 𝑠 ≤ 1，取 𝜌𝑠（𝑥，𝑦） = |𝑥 − 𝑦|𝑠，则 Kontororich 距离等价于 Zolotarev 距离。 
（3）𝑠 = 0时， Zolotarev 距离等价于全变差距离。 
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定义 2.2 复杂距离和简单距离）距离的完全等同性：𝑑（𝑋，𝑌） = 0 当且仅当𝑃（𝑌 = 𝑋） = 1。距离

的分布等同性：𝑑（𝑋，𝑌） = 0当且仅当𝑋 ==
𝑑
𝑌. 

如果映射𝑑：𝒟 × 𝒟 ↦ [0，∞]满足对称性和三角不等式，则：当𝑑满足完全等同性，称其为随机元之间

的复杂距离。当𝑑满足分布等同性，称其为随机元之间的简单距离。 
定义 2.3（理想距离）正则性：对任何随机元 𝑋，𝑌 ∈ 𝒟，以及任何与他们独立的随机元𝑍 ∈ 𝒟，都有 

𝑑（𝑋 + 𝑍，𝑌 + 𝑍） ≤ 𝑑（𝑋，𝑌）. 

𝑠 阶齐次性：对任何随机元 𝑋，𝑌 ∈ 𝒟，以及任何实常数 𝑐 ≠ 0，都有 

𝑑（𝑐𝑋，𝑐𝑌） ≤ |𝑐|𝑠𝑑（𝑋，𝑌）. 

定理 2.3（理想距离性质[6]）如果 𝑑 是理想距离，则对任意常数 𝑎，有 

𝑑（𝑋 + 𝑎，𝑌 + 𝑎） = 𝑑（𝑋，𝑌）. 

如果 𝑑 是 𝑠 阶理想距离，则对任意两个随机元 𝑋，𝑌，以及任意实数 𝑐，都有 

𝑑（𝑐𝑋，𝑐𝑌） = |𝑐|𝑠𝑑（𝑋，𝑌）. 

3 Zolotarev 距离下的收敛性 
3.1 合泊松随机和基于大数律下的收敛速率 
定理 3.1 如果（Ω，𝐹，𝑃）为概率空间，�𝑋1，𝑋2⋯𝑋𝑛�为独立的随机变量序列，则有 

（1） 1
𝑛
∑𝑖=1𝑛  𝑋𝑖 → 𝐸𝑋 =𝑑 𝜇 < ∞. 

（2） 𝑋𝑛 →
𝑃
𝑋 ⇒ 𝑋𝑛 →

𝑑
𝑋. 

引理 3.1[2]和 𝑌 为随机变量，分布函数分别是 𝐹𝑋（𝑥）和 𝐹𝑌（𝑥）。假设 𝐹𝑋（𝑥；𝑧）和 𝐹𝑌（𝑥；𝑧） 
分别是已知 𝑍 = 𝑧 下 𝑋 和 𝑌 的条件分布函数，令𝐻（𝑧）为 𝑧 的分布函数，使得对 

∀𝑓 ∈ ℱ𝑠，ℱ𝑠： = �𝑓||𝑓（𝑚）（𝑥）− 𝑓（𝑚）（𝑦）| ≤ |𝑥 − �𝑦|𝛼� .

𝐸（𝑓（𝑋） ∣ 𝑍 = 𝑧） = � 
𝑅
 𝑓（𝑥）𝑑𝑋𝐹𝑋（𝑥，𝑧），𝐸（𝑓（𝑌） ∣ 𝑍 = 𝑧） = � 

𝑅
 𝑓（𝑥）𝑑𝑋𝐹𝑌（𝑥，𝑧）.

 

则 

𝜁𝑠�𝐹𝑋，𝐹𝑌� ≤ �  
𝑅
𝜁𝑠�𝐹𝑋（；；𝑍），𝐹𝑌（ ⋅；𝑍）�𝑑𝐻（𝑧）. 

引理 3.2[2]已知 𝑠 > 0，且 𝑠 = 𝑚 + 𝛼，𝐸|𝑋|𝑠 < ∞，𝐸|𝑌|𝑠 < ∞，𝐸|𝑋|𝑘 = 𝐸|𝑌|𝑘，𝑘 = 1，2⋯𝑚， 则 

𝜁𝑠（𝑋，𝑌） ≤
Γ（1 + 𝛼）
Γ（1 + 𝑠）

⋅ [𝐸|𝑋|𝑠 + 𝐸|𝑌|𝑠]. 

定理 3.2[13]𝑋1，𝑋2⋯𝑋𝑛⋯ 为独立的随机变量序列，𝐸𝑋𝑖 = a，令 𝑆𝑁 = ∑𝐼=1𝑁  𝑋𝑖，考虑一组独立的正随

机变量序列 Λ1，Λ2⋯ 并定义 𝑁𝑛： = 𝑁(Λ𝑛) 并且具有 混合 Poisson 分布： 

𝑃(𝑁𝑛 = 𝑘) =
1
𝑘!�  

∞

0
𝑒−𝜆𝜆𝑘𝑑𝑃（Λ < 𝜆），𝑘 = 0，1，2⋯. 

令 {𝑚𝑛}𝑛1 为一组无穷的递增正数序列，且 
𝑆𝑛
𝑚𝑛

⇒ 𝑎Λ 当且仅当 Λ𝑛
𝑚𝑛

⇒ Λ，则 𝐷𝑋𝑖 = 𝜎2 < ∞，基于，1 ≤ 𝑠 ≤ 2 时，我们有： 
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𝜁𝑠 �
1

𝑎𝑚𝑛
�  
𝑁(Λ𝑛)

𝑖=1

 𝑋𝑖，Λ� ≤
Γ（1 + 𝛼）
Γ（1 + 𝑠）

⋅
𝐸Λ𝑛

𝑠
2

𝑚𝑛
𝑠 ⋅ �1 +

𝜎2

𝑎2� + 𝜁𝑠 �
Λ𝑛
𝑚𝑛

，Λ�. 

3.2 大数定律及随机和的收敛性及收敛速率 
（1）大数定律的收敛性及收敛速率 
命题 3.1 设 𝐷𝑋𝑖 = 𝜎2，𝐸|𝑋|𝑠 < ∞，基于 Zolotarev 距离，1 ≤ 𝑠 ≤ 2， 

𝜁𝑠 �
1
𝑛�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖，𝜇� ≤
Γ（1 + 𝛼）𝜎2

𝑛
𝑠
2𝜇𝑠Γ（1 + 𝑠）

 

证明：①当𝜇 = 0时 

𝜁𝑠 �
1
𝑛�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖，0�  ≤
Γ（1 + 𝛼）
Γ（1 + 𝑠）

𝐸 ��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖�
𝑠

 ≤
Γ（1 + 𝛼）
Γ（1 + 𝑠）

𝐸 ���  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖�
2

�

𝑠
2

 =
Γ（1 + 𝛼）
Γ（1 + 𝑠）

�𝐷��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖��

𝑠
2

 =
Γ（1 + 𝛼）𝜎2

𝑛
𝑠
2Γ（1 + 𝑠）

 

②当𝜇 ≠ 0时 

𝜁𝑠 �
1
𝑛𝜇�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖，1�  = 𝜁𝑠 �
1
𝑛𝜇�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − 1，0�

 ≤
Γ（1 + 𝛼）

（𝑛𝜇）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

𝐸 ��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − 𝑛𝜇�
𝑠

 ≤
Γ（1 + 𝛼）

（𝑛𝜇）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

𝐸 ���  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − 𝑛𝜇�
2

�

𝑠
2

 =
Γ（1 + 𝛼）

（𝑛𝜇）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

�𝐷 ��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖��

𝑠
2

 =
Γ（1 + 𝛼）𝜎2

𝑛
𝑠
2𝜇𝑠Γ（1 + 𝑠）

 

通过上式我们可知，当 1 ≤ 𝑠 ≤ 2 时， 大数定律在 Zolotarev 距离下的收敛速率与 𝑛
𝑠
2 同阶。 

（2）随机和的收敛性及收敛速率 
对服从 Poisson 分布的随机变量 𝑁（𝜆），已知 𝐸𝑁（𝜆） = 𝜆，𝐸𝑋𝑖 = 𝜇，𝑁（𝜆） 与 𝑋𝑖 独立，则 

1
𝜆

�  

𝑁（𝜆）

𝑖=1

𝑋𝑖 ⇒ 𝐸𝑋𝑖 = 𝜇 

推广到一般情况， 𝑁 为取非负整数的随机变量， 𝐸𝑁 < ∞，𝑋1，𝑋2⋯𝑋𝑛⋯ 为独立的 随机变量序列， 
令 𝑆𝑁 = ∑𝐼=1𝑁  𝑋𝑖 为证明后续的结论， 我们首先需要计算 𝐸𝑆𝑁 和求 𝐷𝑆𝑁 
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𝑆𝑁 = � 
𝑁

𝑖=1

 𝑋𝑖 = � 
𝑁

𝑖=1

 𝑋𝑖𝐼[𝑁𝑖] = � 
∞

𝑖=1

 𝑋𝑖𝐼[𝑁𝑖].

𝐸𝑆𝑁 = � 
∞

𝑖=1

 𝐸𝑋𝑖𝐸𝐼[𝑁𝑖] = � 
∞

𝑖=1

 𝐸𝑋𝑖𝑃（𝑁𝑖）.

 

故当 𝐸𝑋1 = ⋯ = 𝐸𝑋𝑁， 则 𝐸𝑆𝑁 = 𝐸𝑋1𝐸𝑁. 

𝐸𝑆2 𝑁 = 𝐸 �� 
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖�
2

= 𝐸 �(𝑋12 + 𝑋22 + ⋯+ 𝑋𝑁2) + 2� 
𝑛

𝑖，𝑗

 𝑋𝑖𝑋𝑗� .

 当 𝐸𝑋1 = ⋯ = 𝐸𝑋𝑁， 则 𝐸𝑋2 1 = ⋯ = 𝐸𝑋2 𝑁.
𝐸𝑆𝑁2 = 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸(𝑋12) + 𝐸（𝑁（𝑁 − 1）） ⋅ 𝐸(𝑋1)2

= 𝐸𝑁 ⋅ (𝐷(𝑋1) + 𝐸(𝑋1)2) + 𝐸(𝑁2) ⋅ 𝐸(𝑋1)2 − 𝐸𝑁 ⋅ 𝐸(𝑋1)2

= 𝐸𝑁 ⋅ 𝐷(𝑋1) + 𝐷𝑁 ⋅ 𝐸(𝑋1)2.

 

进而可以得到 

1
𝐸𝑁�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 ⇒ 𝜇.

𝐷 �� 
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖� = 𝜎2𝐸𝑁 + 𝜇2𝐷𝑁.

 

命题 3.2 已知 𝑠 > 0， 且 𝑠 = 𝑚 + 𝛼，基于 Zolotarev 距离， 1 ≤ 𝑠 ≤ 2 。任意随机和个随机变量之

和的收玫速率 

𝜁𝑠 �
1
𝐸𝑁�  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖，𝜇� ≤
Γ（1 + 𝛼）

（𝜇𝐸𝑁）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

(𝜎2𝐸𝑁 + 𝜇2𝐷𝑁)
𝑠
2. 

证明： 

𝜁𝑠 �
1

𝜇𝐸𝑁�  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖，1�  = 𝜁𝑠 �
1

𝜇𝐸𝑁�  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − 1，0�

 ≤
Γ（1 + 𝛼）

（𝜇𝐸𝑁）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

𝐸 ��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − 𝜇𝐸𝑁�
𝑠

 ≤
Γ（1 + 𝛼）

（𝜇𝐸𝑁）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

�𝐸 ��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 − �𝜇𝐸𝑁|𝑠�

𝑠
2

�

 =
Γ（1 + 𝛼）

（𝜇𝐸𝑁）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

�𝐷��  
𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖��

𝑠
2

 =
Γ（1 + 𝛼）

（𝜇𝐸𝑁）
𝑠
Γ（1 + 𝑠）

(𝜎2𝐸𝑁 + 𝜇2𝐷𝑁)
𝑠
2.

 

（3）Zolotarev 距离下收敛性与依分布收敛 
命题 3.3 {𝑋𝑛}为随机变量序列，则 

𝜁𝑠�𝑋𝑛，𝑋� → 0 ⇒ 𝑋𝑛 →
𝑑
𝑋. 
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证明：①当 𝑠 = 0 时，全变差距离 𝑑𝑇𝑉�𝑋𝑛，𝑋� = 𝜁0�𝑋𝑛，𝑋� → 0，故 𝑋𝑛 →
𝑑
𝑋. 

②当 𝑠 > 0 时，对 𝑋𝑛 和 𝑋 的特征函数 𝑓 与 𝑔，存在唯一常数 𝑇0，使得 

1
2

m  |𝑓（𝑡）− 𝑔（𝑡）| =
1
𝑇0

. 

对任意 𝑇 < 𝑇0，𝜆�𝑋𝑛，𝑋� = 1
𝑇0
， 又由 𝜆1+𝑠�𝑋𝑛，𝑋� ≤ 2−𝛼𝜁𝑠�𝑋𝑛，𝑋�. 

 故 infmax𝑇>0 �
1
2 max

|𝑡|≤𝑇
 �𝑓𝑥𝑛（𝑡）− 𝑓𝑥（𝑡）�，

1
𝑇� = 𝜆�𝑋𝑛，𝑋� → 0.  

最后由连续性定理可得 𝑋𝑛 →
𝑑
𝑋. 

4 Zolotarev 距离下中心极限定理的特例及应用 
前文已经提到在 1 ≤ 𝑠 ≤ 2 时， 大数定律在 Zolotarev 距离下的收敛速率，现通过介绍 Neininger 和 

Ruschendorf [18]关于随机变量序列 {𝑥𝑛} 的渐进正态问题，给出中心极限定理在依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的

速度。假设随机变量序列 {𝑋𝑛} 满足分布递归方程： 

𝑋𝑛 =𝑑 𝑋𝑍𝑛 + 𝐶𝑛，𝑛 ≥ 𝑛0. 

其中 𝑛0 ≥ 1，�𝑍𝑛，𝐶𝑛�，{𝑋𝑛} 相互独立， 𝐶𝑛 是某个随机变量，𝑍𝑛为取值自然数的随机变量。若 𝐸𝑋𝑛2 < ∞，

记 𝛼𝑛 = 𝐸𝑋𝑛，𝜎𝑛2 = Var 𝑋𝑛 .定理 4.1 设 𝑋𝑛  为满足上述递归方程的随机变量序列，对一切 n ≥ 1，有 
𝐸𝑋𝑛3 < ∞，并且存在实数 𝛾，𝜆，𝜅，使得对 𝑋𝑛 的期望 𝛼𝑛 和方差 𝜎𝑛2，有： 

∥∥𝐶𝑛 − 𝛼𝑛 + 𝛼𝑍𝑛∥∥3 = 𝑂(ln𝑘  𝑛)，𝜎𝑛2 = 𝐶ln2𝛾  𝑛 + 𝑂�ln𝜆 𝑛�. 

其中 𝐶 > 0 为常数， 如果： 

𝛽： =
3
2 ∧ 3（𝛾 − 𝜅） ∧ 3 �𝛾 −

𝜆
2� ∧（𝛾 − 𝜅 + 1） > 1 

则有 

𝑋𝑛 − 𝐸𝑋𝑛
√𝐶ln 𝛾𝑛

→
𝑑
𝑁（0，1）. 

并且依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的速度 

𝜁3 �
𝑋𝑛 − 𝐸𝑋𝑛
√𝐶ln 𝛾𝑛

，𝑁（0，1）� = 𝑂 �
1

ln𝛽−1 𝑛
�. 

例 4.2（广播模型寻找算法的最大时间）具有 n 个过程的广播通讯模型最大寻找算法所需的时间 {𝑋𝑛} 
满足分布递归方程： 

𝑋0 = 𝑋1 = 1

𝑋𝑛 =𝑑 𝑋𝑍𝑛 + 𝐶𝑛，𝑛 ≥ 2
 

其中 𝑍𝑛 服从集合 {1，2，⋯，𝑛 − 1} 上的等概分布， 𝐶𝑛 是相应算法循环的次数，有 

𝛼𝑛： = 𝐸𝑋𝑛 = 𝜇ln2 𝑛 + 𝑂（ln 𝑛），𝜎𝑛2： = Var 𝑋𝑛 = 𝜎2ln3 𝑛 + 𝑂(ln2 𝑛)，
∥∥𝐶𝑛 − 𝛼𝑛 + 𝛼𝑍𝑛∥∥3 = 𝑂（ln 𝑛）.

 

因此，在定理 4.1 中各个参数的值在本例中分别是 

𝛾 =
3
2，𝜆 = 2，𝜅 = 1，𝛽 =

3
2. 

故根据定理 4.1 可知， 
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𝑋𝑛 − 𝐸𝑋𝑛
�Var 𝑋𝑛

→
𝑑
𝑁（0，1）. 

并且依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的速度 

𝜁3 �
𝑋𝑛 − 𝐸𝑋𝑛
�Var 𝑋𝑛

，𝑁（0，1）� = 𝑂 �
1

√ln 𝑛
�. 

并且依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的速度 

𝜁3 �
𝑋𝑛 − 𝐸𝑋𝑛
�Var 𝑋𝑛

，𝑁（0，1）� = 𝑂 �
1

√ln 𝑛
�. 

通过上例我们可以知道中心极限定理在依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的速度与
1

√ln 𝑛
 同阶。 

5 总结与展望 
本文利用 Zolotarev 距离的性质及 Jensen 不等式，可以得到 Zolotarev 距离下大数定律的收玫速度存

在上界，并且收敛速度与 𝑛
𝑠
2 同阶。类似于 WALD 定理的证明思路可以给出随机个随机变量的均值和方差，

并得到 Zolotarev 距离下随机个随机变量之和收玫速率的推广形式。此外本文还基于随机变量收玫性与不同

概率距离趋于 0 之间的关系，利用 Zolotarev 距离和 𝜆 距离之间的关系以及特征函数的连续性定理，可以

得到 Zolotarev 距离下收玫可以推导出依分布收敛。本文最后讨论 Zolotarev 距离在随机树中的应用，其中

主要讨论了在随机二叉搜索树叶节点的极限理论和满足分布递归方程的随机变量序列 {𝑋𝑛} 在该距离下中 
心极限定理在依 Zolotarev 距离 𝜁3 收敛的速度与

1
√lnn

 同阶。 

但是本文只讨论了在 1 ≤ 𝑠 ≤ 2 和 𝑠 = 3 的范围上依 Zolotarev 距离收敛的大数律和中心极限定理，

希望在之后的研究中能够拓宽 s 的范围进一步讨论。除此之外 Zolotarev 距离对矩的阶数要求过高，寻找

能够降阶的方法。本文讨论了 Zolotarev 距离收玫与依概率收玫的之间的距离化关系，后续研究中可继续讨

论其关于完全收玫，依概率收敛之间的距离化问题。在之后的研究中在其他区间的进一步讨论随机树层面 
的应用问题。 
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