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n 元线性方程组的若干解法 

王 艳 

长春工业大学  吉林长春 

【摘要】讨论 n 元线性方程组的若干解法，并通过实例来论证。 
【关键词】n 元线性方程组；解法；求解 

 

Some Solutions of N Element Linear Equations 

Yan Wang 

Chang Chun Lndustrial University, Chang Chun 

【Abstract】Discuss some solutions of N element linear equations , It is demonstrated by examples. 
【Keywords】N linear equations; Solution; Solve 

 

n 元线性方程组，分为齐次线性方程组
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，它也可以写为向量方程 AX=0，和非齐次线
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，它也可以写为向量方程 AX=b。其中：A=
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1 对于齐次齐次线性方程组 AX=0 
定理 1：齐次线性方程组 AX=0，当 R(A)<n，AX=0 有无穷多个解； 
当 R(A)=n，AX=0 只有零解。 
下面对于 AX=0，当 R(A)<n 时，我们求解齐次齐次线性方程组。 
1.1 第一种方法，直接求出通解 

例 1：求解齐次线性方程组
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解：对系数矩阵 A 施行初等行变换，变为行最简形矩阵。 

A=
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即得到与原方程组同解的方程组 
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      1 2,x x 为非自由未知量。 3 4,x x 为自由未知量。令 
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3 1 4 2 1 2, , ( , )x c x c c c R= = ∈ 把它写成通解形式
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再写为向量形式 X=
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定理 2：设 m×n 矩阵 A 的秩 R(A)=r，则 n 元齐次线性方程组 AX=0 的解集 S 的秩 R(S)=n-r. 
1.2 第二种方法，先求出基础解系，再写出通解 

例 2：求齐次线性方程组
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的基础解系与通解 

解：对系数矩阵 A 施行初等行变换，变为行最简形矩阵。 
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即得到与原方程组同解的方程组 
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      1 2,x x 为非自由未知量. 3 4,x x 为自由未知量 
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2 非齐次线性方程组 AX=b 的求解情况 
定理 3：n 元非齐次线性方程组 AX=b。 
（1）解的充分必要条件是 R(A)<R(A，b） 
（2）唯一解的充分必要条件是 R(A)=R(A，b）=n 
（3）无穷多解的充分必要条件是 R(A)=R(A，b）<n 
下面对于 AX=b，当 R(A)=R(A，b）的求解情况的讨论。 
2.1 第一种方法直接求出通解 

例 3：求解非齐次线性方程组的通解

1 2 3 4
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+ − − =
 − − + =
 + − − =

 

解：对增广矩阵 B=（A,b)施行初等行变换化为行最简形矩阵。 

B=（A，b)=
1 1 3 1 1
3 1 3 4 4
1 5 9 8 0

− − 
 − − 
 − − 
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→
1 1 3 1 1

6 7 10 1
4 4 4

0 0 0 0 0

− − 
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 = − +∴
 = + −


       1 2,x x 为非自由未知量， 3 4,x x 为自由未知量。取 3 1 4 2,x c x c= =    1 2,c c R∈  

写出通解
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再写为向量形式： 
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      

 

2.2 第二种方法 
对于 AX=b，先求出 AX=b 的一个特解，再求出 AX=0 的基础解系，写出 AX=0 的通解，再写出 AX=b

的通解。 

例 4：求解非齐次线性方程组的通解，
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1
3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x
x x x x

x x x x

+ − − =
 − − + =
 − − − =

 

解：对增广矩阵 B=（A,b)施行初等行变换化为行最简形矩阵 
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B=（A，b）=
1 1 3 1 1
3 1 3 4 4
1 5 9 8 0
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−
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 − − − 

3 1r r+

→
1 1 3 1 1
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0 0 0 0 0

− − 
 − 
 
 

2 ( 4)r ÷ −

→

1 1 3 1 1
6 7 10 1
4 4 4

0 0 0 0 0

− − 
 
 − − −
 
 
 

1 23r r−

→

3 3 51 0
2 4 4
3 7 10 1
2 4 4

0 0 0 0 0

 − 
 
 − − − 
 
  
 

 

可见：R(A)=R(B)=2<4，所以方程组有解，对于 AX=b 有 

1 3 4

2 3 4

3 3 5
2 4 4
3 7 1
2 4 4

x x x

x x x

 = − +

 = + −


       1 2,x x 为非自由未知量， 3 4,x x 为自由未知量 

取 3 4 0x x= = ，有
1

2

3
4
1
4

x
x

 
  

=   
   − 
 

，所以 AX=b 的一个特解

1

2

3

4

5
4
1
4

0
0

x
x
x
x

η∗

 
  
  
   −= =   
  
    
 

 

对应 AX=0 有

1 3 4

2 3 4

3 3
2 4
3 7
2 4

x x x

x x x

 = −

 = +
       

1 2,x x 为非自由未知量， 3 4,x x 为自由未知量 

取 3

4

1 0
0 1

x
x

     
=     
    

及    1

2

3 3
2 4
3 7
2 4

x
x

   −    
=     
        
   

及  

即对应 AX=0 的基础解系为： 

1 1

2 2
1 2

3 3

4 4

3 3
2 4
3 7

,
2 4
1 0
0 1

x x
x x
x x
x x

ξ ξ

   −      
      
      = = = =      
      
         
     

AX=0 的通解为： 

1 1 2 2 1 2 1 2

3 3
2 4
3 7

, ,
2 4
1 0
0 1

c c c c c c Rξ ξ

   −   
   
   + = + ∈   
   
   
   
     

所以 AX=b 的通解为： 
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1 1 2 2 1 2 1 2

3 3 5
2 4 4
3 7 1

, ,
2 4 4
1 0 0
0 1 0

c c c c c c Rξ ξ η∗

     −     
     
     −Χ = + + = + + ∈     
     
     
     
       

2.3 对于 AX=b，当方程的个数和未知数相同时，我们也可以用克拉默法则求解 

克拉默法则：对于非齐次线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =
 + + =


 + + =







                                   

（1） 

系数行列式 D=
11 12 1

1 2

0
n

n n nn

a a a

a a a
≠



   



 

那么方程组（1）有唯一解 

1 2
1 2, , , ,j n

j n

D DD Dx x x x
D D D D

= = = =  其中 ( 1, 2, , )jD j n=  是把系数行列式 D 中第 j 列元素用方程组右端的常

数项代替后所得到的 n 阶行列式。即 

11 1 1 1 1 1

1 1 1

j i j n

j

n nj n nj nn

a a b a a
D

a a b a a

− +

− +

=
 

      

 

 
例 5：求解非齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8
3 6 9

2 2 5
4 7 6 0

x x x x
x x x
x x x

x x x x

+ − + =
 − − =
 − + = −
 + − + =  

解：D=

2 1 5 1
1 3 0 6
0 2 1 2
1 4 7 6

−
− −

−
−

1 2

4 2

2r r

r r

−

−
=

0 7 5 13
1 3 0 6
0 2 1 2
0 7 7 12

−
− −

−
−

=

7 5 13
2 1 2
7 7 12

−
− −

−

1 2

2

2

3 2

c c

c c

+

+
=

3 5 3
0 1 0
7 7 2

− −
−

− − −

3 3
27

7 2
−

= =
− −  

1

8 1 5 1
9 3 0 6

81
5 2 1 2

6 4 7 6

D

−
− −

= =
− −

−                

2

2 8 5 1
1 9 0 6

108
0 5 1 2
1 6 7 6

D

−
−

= = −
− −

−  

3

2 1 8 1
1 3 9 6

27
0 2 5 2
1 4 6 6

D
− −

= = −
−

                

4

2 1 5 8
1 3 0 9

27
0 2 1 5
1 4 7 0

D

−
−

= =
− −
−  
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31 2 4
1 2 3 43, 4, 1, 1DD D DX X X X

D D D D
= = = = − = = − = =

 

对于方程（1），当系数行列式 D=0 时，方程组无解或有无穷多个解。 
有无穷多个解时，用第一种方法或第二种方法求解。 

2.4 另当 n≤3 时，也可以直接用高斯消元法求解。 

2 3
1

2 2

x y z
x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

.........(1)
.........(2)
.........(3)  

（1）减（2）得 x=2，把 x=2 代入（1），（2），(3)，有
1

2 0
y z
y z
+ = −

 + =
 

解之 y=1,z=-2. 
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