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Polyakov 圈效应对费米分布和热力学势函数的影响 
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【摘要】作为描述自旋为半整数粒子最概然分布的费米分布函数，在物理学及其他自然科学领域获得

广泛应用。为描述强作用物质禁闭和解禁闭现象而将 Polyakov 圈引进量子色动力学低能有效模型之后，费

米分布函数被修正。通过比较和分析费米分布函数的标准形式与包含 Polyakov 圈效应后的修正形式，详细

讨论二者的差别并探究二者随粒子能量与化学势的差值、温度和动量的变化行为。从数值上看，虽然修正

后的费米分布函数与其标准形式有所不同，但仍然严格满足泡利不相容原理，即每个量子态上的平均粒子

数仍处在[0,1]范围内。最后详细讨论 Polyakov 圈效应对夸克热力学势函数的影响。 
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【Abstract】The Fermi distribution function, as the most probable distribution of a particle system with 
half-integer intrinsic spin, has been widely used in physics and other natural sciences. However, to describe the 
deconfinement phase transition of strongly interacting matter, the Polyakov loop is introduced to the QCD 
low-energy models, and the Fermi distribution function is modified. By comparing and analyzing the standard form 
of the Fermi distribution function with the modified one, the differences between these two quantities are discussed 
and their behaviors with the difference between particle energy and chemical potential, temperature, and 
momentum are explored. It is found that although the modified Fermi distribution function is analytically different 
from its standard form, it still strictly satisfies the Pauli exclusion principle, that is, the average number of particles 
in each quantum state is in the range [0,1]. Finally, the influence of the Polyakov loop effects on the 
thermodynamic potential function is also discussed in detail. 
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1 引言 
量子色动力学（QCD）是一个非阿贝尔规范理

论，并被广泛认为是描述夸克与胶子间强相互作用

的正确理论。QCD 具有渐近自由的特性，即当夸克

之间距离很小时，它们之间的强相互作用很弱，夸

克甚至会接近于自由状态[1]。因此在高能区，QCD

可以按照耦合常数展开[2]。在这方面，微扰 QCD 获

得很大成功。但是随着能标逐渐降低，跑动耦合常

数增大，微扰 QCD 不再适用，且甚至会碰到热力学

自洽性问题[3,4]。此时，对 QCD 相图及强相互作用

物质性质的描述，需要借助于一些 QCD 低能有效理

论或有效模型。基于 QCD 手征对称性的破缺和恢
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复，Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 模型被提出[5,6]，并

被广泛应用于研究 QCD 相变和夸克物质性质等。

NJL 模型包含 QCD 的一些基本性质，并且参数数目

很少，是一个较为成功的 QCD 低能有效模型：通

过较为简单的计算就可以对物理上的想法进行检

验。NJL 模型给出的 Pion 超流能量密度与斯特藩-
玻尔兹曼极限比值的峰值点与手征微扰论及格点数

据符合得非常好[7]，而零温下拓扑磁化率的预测数

值[8]也与手征微扰论[9,10]和格点数据[11]定量上一致，

甚至前者在有限温下提供比手征微扰论更准确的数

据[12]。除此之外，文献[13-15]还进一步将零温和有限

温下多种热力学量的 NJL 模型结果与格点数据作

了比较，结果表明二者符合得较好。但是 NJL 模型

也有一些缺陷，比如说它不能够描述 QCD 的色禁闭

现象[16]。NJL 模型的相互作用是定域的四费米子相

互作用，缺少禁闭机制使得这个模型的应用受到较

大限制。 
为了弥补这个缺陷，物理学家们将 Polyakov 圈

[17]引入到理论中，NJL 模型因此被推广到 PNJL 模

型情形[18]。包含 Polyakov 圈效应的 PNJL 模型对热

力学的讨论与格点计算结果相吻合[19,20]，是较成功

的理论模型，比如有限密度下的 QCD 相图可以很好

地由 Polyakov 势给出[21-25]。其实，不仅仅是 NJL 模

型可以引入 Polyakov 圈，其他一些 QCD 低能有效

模型，比如线性 sigma 模型[26]、夸克介子模型[27]等，

都可以引入 Polyakov 圈以拓展所对应理论来模拟和

反映退禁闭相变和色禁闭现象。但是需要指出的是：

在理论模型中引入 Polyakov 圈之后，针对于费米子

适用的费米分布函数不再保持原来的形式[28,29]。换

句话说就是在考虑 Polyakov 圈效应修正之后，费米

分布函数表达式有所变化。而我们知道，由于费米

系统中众多热力学量与费米分布函数直接相关，修

正后的费米分布函数势必会对整个系统的热力学性

质产生影响。 
对于全同费米子组成的系统，泡利不相容原理

告诉我们：由一套量子数描述的每一个量子态上，

至多可容纳一个同种类粒子。基于此假设及等概率

原理，推导得到描述费米系统不同量子态上平均粒

子数的分布函数，即费米分布函数。在费米统计被

提出之前，物理学家们将白矮星内部原子核和电子

均视为经典理想气体，服从玻尔兹曼分布，但理论

计算表明气体压强没法阻抗星体自身的引力塌缩。

最后是基于费米分布函数及费米统计，才由福勒和

钱德拉塞卡解决了这个“白矮星之谜”。费米分布函

数在物理学各个领域获得广泛应用，其正确性经受

住了很多检验。标准的费米分布函数具有特定的性

质，当 Polyakov 圈效应对分布函数有所修正之后，

是否还会严格遵从泡利不相容原理？另外，热力学

势作为热力学系统的特性函数，与费米分布函数直

接关联。当系统热力学势函数确定下来之后，其他

热力学量均可以由微分关系得到。因此，Polyakov
圈效应如何影响费米分布函数乃至系统热力学势等

热力学量？这些都是非常值得探讨的问题。 
2 Polyakov 圈效应与费米分布函数 
在 NJL 模型中，费米子的分布服从标准的费米-

狄拉克统计。但是由于 NJL 型不能够描述 QCD 禁

闭现象，需要将 NJL 模型作进一步推广，即将

Polyakov 圈效应包含进来，此时分布函数将发生变

化。包含 Polyakov 圈效应的 PNJL 模型拉氏量为 

ℒPNJL = 𝑞��i𝛾𝜇𝒟𝜇 −𝑚��𝑞 +
𝐺
2

[(𝑞�𝑞)2 + (𝑞�𝑖𝛾5𝜏𝑞)2]

−𝒰(𝜙,� 𝜙,𝑇) … … … … … … … … … (1) 

其中𝑞 = (𝑢,𝑑)𝑇表示夸克场矩阵，𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝐴𝜇表
示 包 含 外 部 轴 矢 流 和 矢 量 流 的 协 变 导 数 ，

𝑚� = diag{𝑚𝑢,𝑚𝑑}表示夸克质量对角矩阵，𝐺是手征

对称的四费米子相互作用强度系数。式（1）第二项

表示夸克和反夸克道的贡献，而最后一项表示胶子

场的有效势。 𝒰(𝜓�,𝜓,𝑇) 是  𝜙 = (𝑇𝑟𝐿)/𝑁𝑐，𝜙� =
(𝑇𝑟𝐿+)/𝑁𝑐和温度的函数，其中𝑁𝑐 = 3是夸克颜色数

目，而 𝐿 是色空间中与规范场相关的一个矩阵 

𝐿(𝑥⃗) = 𝒫exp [𝑖 � 𝑑𝜏𝐴4(𝑥⃗, 𝜏)] … … … … (2)
𝛽

0
 

其中  𝒫 是一个在虚时  𝜏 = 𝑖𝑡 中的编序算符，

𝛽 = 1/𝑇 及 𝐴4 = 𝑖𝐴0。为了方便起见，下文中把对𝐿 
求迹之后得到的𝜙 和𝜙�称为 Polyakov 圈[30,31]。需要

强调的是，这里采用高能物理常用的自然单位制，

即玻尔兹曼常数𝐾、约化普朗克常量 ℏ、光速  𝑐 取值

均等于 1，即 𝐾 = ℏ = 𝑐 = 1。 
Polyakov 圈是表征退禁闭相变的序参量[32]：

Polyakov 圈在物理真空中的值𝜙 = 0，系统处于禁闭

状态，而在微扰真空中 Polyakov 圈的值趋近于 1，
系统处于退禁闭状态。虽然在夸克数目不为零时，
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Polyakov 圈并不是退禁闭相变的严格序参量，但仍

可以作为表征退禁闭相变的近似序参量。这一点与

非手征极限下手征凝聚不是手征相变的严格序参

量，但仍可以看做是手征相变近似序参量类似[33,34]。

禁闭-退禁闭相变过程是由 QCD Z(3)中心对称性的

自发破缺来表征的。在重子化学势等于零时，𝜙 = 𝜙�，
而当重子化学势不为零时，则一般有𝜙≠𝜙�。但是，

由于𝜙 和𝜙�的差值随温度以及磁场强度的增高，改变

并不太大[19,35]，而且二者的一些差别也并不会对其

他物理量的值造成多大影响，所以下文中除非特别

说明，否则计算默认取𝜙 = 𝜙�。 
在平均场近似下，夸克和反夸克对系统热力学

势密度的贡献为[36-38]： 

Ωq(𝑇, 𝜇)

= −2𝑁𝑓𝑇�
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 [ln(1 + 3𝜙𝑒−𝛽𝜔
−

∞

0
+ 3𝜙�𝑒−2𝛽𝜔

−
+ 𝑒−3𝛽𝜔

−
)  + ln(1 + 3𝜙𝑒−2𝛽𝜔

+
+ 3𝜙�𝑒−𝛽𝜔

+

+ 𝑒−3𝛽𝜔
+

)] … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (3) 

 
其中𝜔± = 𝜖𝑝 ± 𝜇，而𝜖𝑝 = �𝑝2 + 𝑚2表示粒子的相

对论性能量-动量关系。在 NJL 模型和 PNJL 模型中，

𝑚 一般指的是依赖于介子凝聚的夸克有效质量，而

不是数值固定不变的夸克流质量。需要指出的是，

热力学量的有限温贡献并不像其零温贡献会导致发

散，因此可以直接积分到无穷大而不需要进行截断。

根据热力学势密度和粒子数密度之间的关系式，可

以得到 

𝑛𝑞 = −
𝜕Ωq
𝜕𝜇

= �
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 [𝑓(
∞

0
𝜔− ) − 𝑓(𝜔+ )] … … (4) 

其中正夸克和反夸克分布函数形式𝑓(𝜔− )和𝑓(𝜔+ )
分别为[28,39] 

𝑓(𝜔− )

=
�𝜙� + 2𝜙𝑒−𝛽𝜔

−
�𝑒−𝛽𝜔

−
+ 𝑒−3𝛽𝜔

−

1 + 3�𝜙� + 𝜙𝑒−𝛽𝜔− �𝑒−𝛽𝜔− + 𝑒−3𝛽𝜔− … … … … (5) 

𝑓(𝜔+ )

=
�𝜙� + 2𝜙𝑒−𝛽𝜔

+
�𝑒−𝛽𝜔

+
+ 𝑒−3𝛽𝜔

+

1 + 3�𝜙� + 𝜙𝑒−𝛽𝜔
+
�𝑒−𝛽𝜔

+
+ 𝑒−3𝛽𝜔

+ … … … … (6) 

从上面式子可以看到：由于体现 Polyakov 圈效应的

𝜙 和𝜙�存在于修正的费米分布函数中，它们的取值将

会对每个量子态上的粒子平均占有数以及系统热力

学性质产生影响。 
假若我们对分布函数取极限𝜙，𝜙� → 0 （对应于

低温情形）时，修正后的费米分布函数变为 

lim
𝜙,𝜙�→0

𝑓(𝜔− ) =
1

1 + 𝑒3𝛽𝜔− … … … … (7) 

上式对应的热力学势密度为𝑇ln(1 + 𝑒−3𝛽𝜔
−

)正好对

应于具有能量为 3𝜖𝑝的激发态贡献，这是一个束缚态

贡献。这从另一个方面上反映系统里一个夸克的平

均能量大概与三分之一个自由费米子的能量相同
[40]，同时也说明低温下夸克是处于禁闭状态。该式

还表明低温下单夸克和双夸克贡献被强烈压低，而

相比之下三夸克态是占主导地位[41]，这一点与 QCD
的精神定性上相符。相应地如果我们取极限

𝜙, 𝜙� → 1(对应于高温情形)时，修正后的费米分布函

数变为 

lim
𝜙,𝜙�→1

𝑓(𝜔− ) =
1

1 + 𝑒𝛽𝜔− … … … … (8) 

这正好是费米分布函数的标准形式。对应于我们熟

知的热力学势密度𝑇ln�1 + 𝑒−𝛽𝜔
−
�。 

3 数值结果与讨论 
3.1 Polyakov 圈效应对费米分布函数的影响 
在 QCD 低能有效模型中引入描述退禁闭相变

的 Polyakov 圈效应之后，费米分布函数被修正。为

了研究 Polyakov圈平均值𝜙 和𝜙�对分布函数的影响，

本小节对费米分布函数的形式和修正形式进行详细

比较。 
在图 1 中，我们给出𝑇 = 20MeV 时分布函数随粒子

能量与化学势的差值𝜔−的变化曲线，其中实线、虚

线、点线和点虚线分别对应 Polyakov 圈效应修正值

𝜙 = 1，0.7，0.3，0 的情形。可以看到，粒子分布

函数总是随着粒子能量与化学势的差值单调递减：

𝜖𝑝 < 𝜇 时，每个量子态上的平均粒子数 1/2 < 𝑛�𝑝 <
1；𝜖𝑝 = 𝜇时，每个量子态的平均粒子数𝑛�𝑝 = 1/2；
𝜖𝑝 > 𝜇时，每个量子态上的平均粒子数0 < 𝑛�𝑝 <
1/2 ，用公式表示即为： 

�
𝑛�𝑝 > 1/2, 𝜖𝑝 < 𝜇,
𝑛�𝑝 = 1/2, 𝜖𝑝 = 𝜇,
𝑛�𝑝 < 1/2, 𝜖𝑝 > 𝜇.

�… … … … … … (9) 
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此外，𝜖𝑝 ≪ 𝜇 时，每个量子态上的平均粒子数𝑛�𝑝为
1；𝜖𝑝 ≫ 𝜇 时，每个量子态上的平均粒子数𝑛�𝑝 = 0。
从上式来看，有限温度下包含 Polyakov 圈效应的修

正费米分布函数的取值范围仍为 [0,1]，且都在

𝜖𝑝 = 𝜇 时相交于𝑛�𝑝 = 1/2 ，这一点与泡利不相容原

理以及标准费米分布函数保持一致。 
同时可以看出，随着修正值𝜙 在[0,1]区间增大，费

米分布函数曲线在𝜖𝑝 = 𝜇 附近的斜率降低，说明禁

闭程度越强，每个量子态上的平均粒子数𝑛�𝑝在
𝜖𝑝 = 𝜇 附近变化程度越大。如果仅考查费米能级以

上的粒子分布情况（即𝜖𝑝 > 𝜇 区域），则与标准费

米分布函数（实线）相比，包含 Polyakov 圈效应时

费米能级以上的粒子数较少，这与 Polyakov 圈效应

所体现的禁闭现象相符：𝜙 取值越小，禁闭程度越

强，费米子则更多地占据能量低的量子态。 
在图 2 中，我们给出粒子能量与化学势的差值

为 100 MeV 时，分布函数随着温度的变化曲线。对

于不同𝜙 值，费米分布函数均随温度的增加从零温

时的零值单调递增。𝜙 越小，同一温度下每个量子

态上的平均粒子数𝑛�𝑝越小，分布函数曲线变化程度

越小，即 Polyakov 圈效应越强，同一温度下每个量

子态上的平均粒子数𝑛�𝑝越小。换句话说，与标准费

米分布函数相比（实线），Polyakov 圈效应使得同

一温度下的平均粒子数降低。另外，随着温度趋于

高温极限，Polyakov 圈效应使得每个量子态上的平

均粒子数𝑛�𝑝更慢趋于1/2。 
在图 3 中，我们给出温度𝑇 = 50 MeV，𝑚 =

100 MeV，𝜇 = 200 MeV 时分布函数随粒子动量的

变化曲线。可以看到，代表𝜙 不同取值的四条曲线

均随动量增大而单调递减，且均在动量足够大时趋

于零。同时，曲线都在同一点出现拐点，且修正值𝜙 
越小，拐点处斜率越大，意味着禁闭程度越强，分

布函数在1/2处的变化越剧烈，而其他地方分布函数

的变化则较为平缓。相比于标准费米分布函数（实

线），𝜙 值越小的曲线随着粒子动量的增加，越快

趋于零，表明禁闭效应使粒子集中于粒子动量更小

的状态。 
在图 4 中，我们给出粒子能量与化学势的差值

为 100 MeV 时，分布函数随 Polyakov 圈效应修正值

𝜙 的变化曲线，其中实线、虚线、点线和点虚线分

别表示𝑇 = 0，100，200，300 MeV 的情形。对于

𝑇 = 0 的情形（实线），分布函数始终保持为零。但

是对于温度不为零的情形，表示三个不同温度的曲

线整体上走势相近，均随着 𝜙 平缓且单调增加; 温
度越高，曲线整体向上移动得越高，表明温度越大，

每个量子态上的粒子占有数越大，每个量子态上的

粒子数在非零温下随 Polyakov 圈效应的减弱而增

大。 
3.2 Polyakov 圈效应对热力学势的影响 
在图 5 中，给出热力学势随粒子能量与化学势

差值的变化曲线。可以看出，热力学势曲线均随粒

子能量与化学势差值单调递减。在𝜔–
为负数时，不

同𝜙 值的热力学势曲线几乎重合。而当 𝜔–
为正数

时，四条曲线分离趋势愈发明显，而且𝜙 值越小，

曲线越往下方移动。当𝜙 值为 0 时，曲线衰减最快

且明显偏离其他曲线。 
图 6 给出粒子能量与化学势的差值为150 MeV 

时，热力学势密度绝对值与温度四次方比值|𝛺𝑞|/𝑇4

随温度的变化曲线。热力学势随温度先增大后递减，

𝜙 值越小，极值点向左下方偏移。当𝜙 为 0 时的强

禁闭条件下，极值点向右下方偏移。意味着 Polyakov
圈效应越强，热力学势的最大值减小，非强禁闭时

热力学势随温度更快取得最大值，强禁闭时取最大

值时温度最大。 
图 7 展示了𝑇 = 100 MeV， 𝜇 = 300 MeV 时，

热力学势密度绝对值与化学势四次方比值 |𝛺𝑞|/𝜇4

随𝜙 的变化曲线，其中实线、点线、虚线和点虚线

分别对应𝜙� = 𝜙，𝜙� = 0.5𝜙，𝜙� = 0.2𝜙，𝜙� = 0 的
情形。图中所示曲线均随着𝜙 值的增加而从同一起

始点单调递增，表明 |𝛺𝑞|/𝜇4是 Polyakov 圈效应𝜙 的
单调递增函数。同时，Polyakov 圈效应𝜙 与其厄米

共轭𝜙�的差值越大，曲线变化率稍微减小，即

Polyakov 圈效应𝜙 与其厄米共轭𝜙�的差值不为零对

热力学势影响很小。 
图 8 给出了𝑇 = 100 MeV， 𝜇 = 300 MeV 时热

力学势密度绝对值与化学势四次方比值 |𝛺𝑞|/𝜇4随
粒子动量的变化曲线，其中实线、虚线、点线和点

虚线分别对应 P o l y a k o v 圈效应修正值𝜙 =
1，0.7，0.3，0 的情形。四条曲线均显示类似走势：

 |𝛺𝑞|/𝜇4先随着动量单调递增，当在某个动量值处取

得最大值（不同曲线最大值的位置不一样）后，曲

线开始随动量的增加而逐渐递减，并在动量足够大

时趋于零。可以看出，𝜙 取值越小， |𝛺𝑞|/𝜇4的极值

点的位置越低且位置也越向左下方偏移，这表明 Po
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lyakov 圈效应越强，热力学势随着动量增大越快取

得的最大值，且对应最大值越小。与标准费米分布

函数得到的结果相比（实线），Polyakov 圈效应使

得系统热力学势密度整体上变小。由于𝜙 = 0 表示

系统处于禁闭状态，对应于低温情形，这进一步说

明 Polyakov 圈效应在低温时对热力学势密度的压低

作用较为明显，而在𝜙 → 1 时，对应于高温情形，

对系统热力学势密度乃至其他热力学量影响逐步减

小。

 
图 1 标准费米分布函数与含 Polyakov 圈效应的修正费米分布函数随粒子能量与化学势的差值的变化曲线 

 
图 2 标准费米分布函数与含 Polyakov 圈效应的修正费米分布函数在粒子能量与化学势的差值为 100 MeV 时随温度变化曲线 

 
图 3 在𝑇=50MeV, 𝑚=100MeV, 𝜇=200MeV 下，标准费米分布函数与含 Polyakov 圈效应的修正费米分布函数随粒子动量的变化 

曲线 
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图 4 在粒子能量与化学势的差值为 100MeV 下，费米分布函数随𝜙 值的变化曲线 

 
图 5 在温度𝑇=100MeV 下，标准热力学势密度和含 Polyakov 圈效应贡献的热力学势密度随粒子能量与化学势差值的变化曲线 

 
图 6 粒子能量与化学势的差值为 150 MeV 时,标准热力学势和含 Polyakov 圈效应贡献的热力学势密度随温度的变化曲线 
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图 7 在𝑇 = 100 MeV,𝜇 = 300 MeV下，热力学势密度随𝜙 值的变化曲线 

 
图 8 在 𝑇 = 100 MeV, 𝜇 = 300 MeV下，标准热力学势和含 Polyakov 圈效应贡献的热力学势随粒子动量的变化曲线 

 
4 结论 
基于泡利不相容原理得到的费米分布函数在粒

子能量与化学势差值趋于负无穷大和正无穷大时，

分别趋于 0 和 1，而在差值为零时，费米分布函数等

于1/2。整体上，费米分布函数的取值在[0,1]区间内。

本文研究 Polyakov 圈效应对费米分布函数以及夸克

热力学势密度的影响。可以发现：不论是在零温还

是有限温下，Polyakov 圈效应虽然改变了费米分布

函数的数学形式，但是前者并不会改变粒子能量与

化学势差值的正半轴和负半轴无穷远处费米分布函

数的极限值，并且其零值都经过1/2。从这个角度上

来说，修正后的费米分布函数仍然遵从泡利不相容

原理，并未因为引入的 Polyakov 圈效应而违反或偏

离导出标准费米分布函数的假设。 
当我们进一步计算 Polyakov 圈效应对夸克热力

学势密度的影响时，发现与标准费米分布函数得到

的结果相比，Polyakov 圈效应使系统热力学势密度

受到压低，且 𝜙 值越小，即禁闭强度越大时，受压

制得越厉害。这一点与 Polyakov 圈是禁闭-退禁闭相

变的序参量相符。 
值得一提的是在文献[42-44]中，一个与温度无关

但同位旋依赖的核子动量分布函数被用来研究丰中

子核物质性质。该分布函数的形状是由高能电子散

射、中能核光解实验数据以及一些微观多体理论计

算结果来给定的。相比于标准的费米子分布函数，

该分布函数在费米动量以下的费米子平均占据数小

于 1，而在动量大于费米动量时不为：在粒子动量靠

近但大于费米动量时，有一个随动量增加而逐渐减

小的尾巴。相当于该分布函数已经突破标准费米分

布函数形式以及泡利不相容原理。不过，本文的研

究表明 Polyakov 圈效应对费米分布函数的修正形式

并未超出泡利不相容原理对费米子的限定。自然界
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是否存在超出费米分布和玻色分布函数所描述的量

子物质行为，有待将来的进一步发现和研究。而非

常有意思的是：侯吉旋利用微正则系综研究囚禁于

一维谐振子势阱中的无相互作用的玻色气体和费米

气体的热力学性质，发现一维谐振子势阱中理想玻

色气体和费米气体的热力学性质是相同的[45]。这从

侧面说明，特定条件下的费米分布函数与玻色分布

函数并不会导致绝对的差异性。 
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