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数学竞赛中解决数列求和问题的研究 
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【摘要】数列是高中数学三条知识主线其一的几何与代数中的重要内容，通过对数列的学习可以加深学

生对函数问题的理解，也为未来高等数学中的级数，分部积分法等相关内容的学习做好铺垫。数列求和作为

数列中最常见的问题，不仅是高考的重要考查内容，也在数学竞赛中占据重要地位，本文结合实例梳理了数

学竞赛和高考真题中数列求和问题的解题方法与策略，并给出对高中数学竞赛教师在数列求和解题专题教

学和学生解题方法学习的建议。 
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【Abstract】Series is an important part of geometry and algebra, one of the three main knowledge lines of high 
school mathematics. Learning series can deepen students' understanding of function problems, and pave the way for 
the future study of series, integration by parts and other related content in higher mathematics. As the most common 
problem in the series of numbers, summation is not only the important content of the college entrance examination, 
but also occupies an important position in the mathematics competition. This paper combing through the methods 
and strategies of solving the series summation problems in the math competition and the college entrance examination, 
and gives some suggestions for teachers in the senior high school mathematics competition in the thematic teaching 
of series summation problems and students' learning of problem-solving methods. 
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数列求和问题是数列类试题的常考形式，求和过程中蕴含着丰富的数学思想，是高中数学联赛的常见内

容，也是研究数列的一个重要层面。对于高中学生来说，熟练掌握有关等差、等比数列的通项公式和基本求

和公式是满足高中数学课程标准的基本要求，但在数学竞赛突出选拔性和创新性的环境中，学生的知识储备

就不能局限于高中数学课标的要求，需要学生拓展更多解题的技巧并加以灵活地组合运用，对学生知识理解

程度、思维水平和核心素养发展水平也有了更高的要求[1]。 
本文主要结合近几年数学竞赛或高考真题中出现过的实例来介绍关于数列求和问题的几种解题方法：

公式法、转化为特殊数列法、错位相减法、裂项相消法、倒序相加法、待定系数法、阿贝尔求和法。 
1 公式法 
公式法是解决数列求和问题最基础的方法，在数学竞赛试题中虽然较少出现，但其实是形成其他求和方

法的出发点，一般安排在是高考真题中考察。公式法就是直接利用数列的求和公式求出结果，如： 

例 1 2 3 2

1 1 1

1 1 ( 1)( 1), ( 1)(2 1), [ ]
2 6 2

n n n

k k k

n nk n n k n n n k
= = =

+
= + = + + =∑ ∑ ∑  

等差数列求和公式为：
1

1
( ) ( 1) .

2 2
n

n
n a a n nS na d+ −

= = +  
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等比数列求和公式为： 1
1

( ) ( 1) .
2 2

n
n

n a a n nS na d+ −
= = +  

2 转化法（转化为特殊数列） 
由于一些特殊数列的性质，它们的前 n 项和公式形式简单、方便记忆，我们可以将复杂数列用转化的数

学思想转化为特殊数列的表现形式，具体过程如下：先运用观察法分析问题所给的数列，在将目标数列表示

成几个特殊数列的和差形式，从而实现原数列的拆分分组，再对每一部分用特殊数列的求和公式表示后，再

合并得出解答。 

例 2 已知公比大于 1 的等比数列{ }na 满足 2 4 320, 8.a a a+ = = 求： 

（1）求{ }na 的通项公式； 

（2）记 mb 为{ }na 在区间 ( ] *0, ( )m m N∈ 中的项的个数，求数列{ }mb 的前 100 项和 100S  

解析：（1）设{ }na 的公比为 ( 1).q q <  

由题设可得
3 2

2 4 1 1 3 120, 8,a a a q a q a a q+ = + = = = 解得
1
2

q = （舍去）或 2.q = 所以{ }na 的通项公式为

2n
na =  

（2）由题设及（1）可知 1 0,b = 且当
12 2 , .n n

mm b n+≤ ≤ =  

 

( )100 1 2 3 4 5 6 7 32 33 63 64 65 100

2 3 4 5

( ) ( ) ( )

0 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 (100 63)
480.

S b b b b b b b b b b b b b= + + + + + + + + + + + + + + +

= + × + × + × + × + × + × −
=

  

 

例 3 已知数列{ } { },n na b 满足 1,k ka b = 已知数列{ }na 的前 n 项和为 1n
nA

n
=

+ ，则数列{ }nb 的前 n 项和

nB =      .（2010 年全国高中数学联赛江西省预赛） 

解析： 1 1 1
1 1, ( 2),
2 ( 1)n n na A a A A n

n n−= = = − = ≥
+

1 1( 1) [ ( 1)( 2) ( 1)( 1)],
3n

n

b n n n n n n n n
a

= = + = + + − − +  

所以
1 1

1( 1) [ ( 1)( 2) ( 1)( 1)]
3

n n

n
k k

B k k k k k k k k
= =

= + = + + − − +∑ ∑ ( 1)( 2) .
3

n n n+ +
=  

3 错位相减法 
错位相减法是高中数学课程标准要求学生掌握的数列求和方法，它不仅是等比数列前 n 项和公式的推

导方法，也是差比数列求和最常使用的方法。差比数列是形如 n n na b c= 的数列，其中{ }nb 为等差数列，{ }nc

为公比是 ( 1)q q ≠ 的等比数列。先将差比数列前 n 项和 nS 的各项展开式列出，再将 nS 左右两边同时乘等比

数列{ }nc 的公比 ( 1)q q ≠ ，两式作差后化简即得所求 nS 。 

例 4 数列{ }na 满足
*

1 1
2( 2)2, ( ),

1n n
na a a n N
n+

+
= = ∈

+
则 2014

1 2 2013

a
a a a

=
+ + +

      。（2014 年全国高

中数学联赛一试第 4 题） 

解析：由题设 1 2
2( 2) 2( 1) 2 ,

1 1n n n
n n na a a
n n n− −

+ +
= = ⋅ =

+ −
  

            
1

1
2( 1) 2 2 3 2 ( 1)

1 2
nn n a n

n n
−+ ⋅

= ⋅ = +
−


 
记数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，则 

2 12 2 3 2 4 2 ( 1),n
nS n−= + × + × + + +
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2 12 2 2 2 3 2 2 ( 1),n n
nS n n−= × + × + + + +

 

将上面两式相减，得
1 22 ( 1) (2 2 2 2)n n n

nS n − −= + − + + + +  

                   2 ( 1) 2 2 .n n nn n= + − =  

所以
2013

2014
2013

1 2 2013

2 2015 2015
2 2013 2013

a
a a a

×
= =

+ + + ×

 

4 裂项相消法 
裂项相消法是将数列中每一项都分裂成两项之差的形式，即 

*( 1) ( ),nC f n f n n N= + − ∈
 

再通过将分裂出的项累加，抵消掉符号相反数值相等的中间项，从而达到求解的目的，体现了转化与组

合的数学思想。 

例 5 设数列{ }na 是一个三阶等差数列，其前面的若干项为1,2,8,22,47,86， ，求{ }na 的通项公式。

（《数学奥林匹克小丛书》p32 例 1） 

解析：计算{ }na 的各阶差分数列，得： 

{ }b :1,6,14,25,39, ;n 

 
{ } : 5,8,11,14, ;nc 

 
{ } : 3,3,3,3,3, ;nd 

 
{ }na 是三阶等差数列，且{ }nd 是一个常数列 

1 13( 1) 3 2, 3 2, 1, 2,3,n n nc c n n b b n n+∴ = + − = + − = + =   
1 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )n n n n nb b b b b b b b− − −∴ − = − + − + + −  

1

1

3 ( 1) (3 4)( 1)3 2 2( 1)
2 2

n

k

n n n nk n
−

=

− + −
= + = + − =∑

 
23 1 1

2 2nb n n∴ = + −
 

同理可得：

1
2

1
1

3 1( 1)
2 2

n

n
k

a a k k
−

=

− = + −∑  

( 1)(2 1) ( 1) ( 1)
4 4

n n n n n n− − −
= + − −

 
3 21 1 2

2 2na n n n∴ = − − +
 

5 倒序相加法 
倒序相加法指的是满足首末项等距的两项之和等于首末两项之和的数列，在求和时可将顺序和逆序两

个和式相加的办法，即可以得到一个常数列的和。如等差数列前 n 项和是由倒序相加法推导出来的。 

例 6 若函数 ( )f x 对任意 x R∈ 都有 (2019 ) ( ) 2f x f x− + = 成立，数列{ }na 满足：
*( ), ,na f n n N= ∈

数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，求 2018S  

解析：通过观察发现，和式满足 ( ) ( ) ,f a x f x b− + = 则想到用倒序相加法求解 
(2019 ) ( ) 2,f x f x− + = 由

*( ),na f n n N= ∈ 可得
*

2019 2, ,n na a n N− + = ∈  

2018 1 2 3 2017 2018 ,S a a a a a= + + + + +  
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2018 2018 2017 2016 2 1.S a a a a a= + + + + +  
两式相加得： 2018 1 2018 2 2017 2018 12 ( ) ( ) ( )S a a a a a a= + + + + + +  

2018 1 20182 2018( ) 2018 2S a a= + = ×  
2018 2018.S =  

6 待定系数法 
在求解某些等差数列或等比数列的通项公式问题时，常引入一些尚待确定的系数来转化命题结构，再经

过变形建立起含有待定未知字母系数的方程组，从而使问题能更方便的解决。常见形式为：
1 2 ,k k

na An Bn Cn Dn E−= + + + + + 其中 , , , ,A B C D E 待定。 

例 7 设数列{ }na 满足 1 11, 5 1( 1, 2, )n na a a n+= = + =  ，则

2018

1
n

n
a

=

=∑      (2018 年浙江省预赛题) 

解析：对 1 5 1n na a+ = + 进行变形得， 1
1 15( ),
4 4n na a+ + = +  

故数列
1
4na + 

 是以
1
4na + 为首项，5 为公比的等比数列。 

则
1 1 5 ,
4 4

n
na + = ⋅ 即

1 (5 1)
4

n
na = − . 

故

2018 20192018 2018

1 1

1 5(5 1) 2018 5 8077(5 1) .
4 16 4 16

n
n

n n
a

= =

− −
= − = − =∑ ∑  

例 8 已知数列{ }na 中， 1 2 5,a a= = 且
*

1 16 ( 2, ).n n na a a n n N+ −= + ≥ ∈ 证明： 

数列{ }13n na a −− 是等比数列，并求数列{ }na 的通项公式。(2020 年甘肃省预赛题) 

解析：对 1 16n n na a a+ −= + 进行变形得， 1 13 2( 3 ),n n n na a a a+ −− = − −  

因此数列{ }13n na a −− 是以 2 13a a− 为首项， 2− 为公比的等比数列，通项公式为 
1

1 2 13 ( 2) ( 3 ) 5 ( 2) .n n
n na a a a−
+ − = − − = ⋅ −  

则
1 1

1 1( 2) 3 3 ( 2) , ( 2) 3 ( 2) 3 ,n n n n n
n n na a a a+ −
+ + − = + ⋅ − + − = − =  

*3 ( 2) ( ).n n
na n N= − − ∈  

例 9 
1 3 5 2 1

1 2 3 2 3 4 3 4 5 ( 1)( 2)
n

n n n
−

+ + + + =
× × × × × × + +

          . 

解析：易知通项
2 1 ,

( 1)( 2)n
na

n n n
−

=
+ +

观察可设 ,
1 2n

A B Ca
n n n

= + +
+ +

其中 

, ,A B C 为待定系数，则
( 1)( 2) ( 2) ( 1)2 1

( 1)( 2) ( 1)( 2)
n n

n
A n n B n C nna

n n n n n n
+ + + + + +−

= =
+ + + +  

2( ) (3 2 ) 2 .
( 1)( 2)

A B C n A B C A
n n n

+ + + + + +
=

+ +  
比较式子的两边系数可得到方程组 0,3 2 2,2 1A B C A B C A+ + = + + = = − , 

求解可得
1 5, 3, ,
2 2

A B C= − = = −  

则有

1 5
3 1 1 1 5 1 12 2 ( ) ( ).

1 2 2 1 2 1 2na
n n n n n n n

− −
= + + = − − + −

+ + + + +
 

故所求
1 1 5 1 1 (3 1)(1 ) ( ) .
2 1 2 2 2 4( 1)( 2)n

n nS
n n n n

+
= − − + − =

+ + + +  
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本题通过观察直接设 ,
1 2n

A B Ca
n n n

= + +
+ +

通分后比较式子两边分子的对应系数求出待定系数 , ,A B C

的值,再结合裂项相消法得出结果，综合运用了两种解题方法。 
待定系数法通过引入参数，帮助学生简化运算过程，在教师教学中应注重和学生说明引入参数的意义是

计算得到对应系数的值，发展数学抽象思维和逻辑推理思维，巩固对方法的理解。 
7 阿贝尔求和法 

设数列{ }na ，{ }nb 为两数列，用 nS 表示数列{ }na 的前 n 项和，令 ,n n nc a b= ⋅ 其前 n 项和为 nT 。则数

列{ }nc 前 n 项和为 1
1 1

( ).
n n

n k k n n k k k
k k

T a b s b s b b +
= =

= = + −∑ ∑ 在利用阿贝尔法求和时，关键在于选取容易求和的数

列作为求和对象。 

例 10 已知数列
2 1,

2n n

na −
= 求数列{ }na 的前 n 项和 nT  

解析：利用阿贝尔求和公式求和，取
1( ) ,
2

k
ka = 则利用等比数列求和公式求得其前 n 项和为

11 ( ) ,
2

k
ks = − 取

2 1,kb k= − 则 1 2,k kb b +− = −  

所以 1
1 1 1

1 1( ) [1 ( ) ](2 1) [1 ( ) ] ( 2)
2 2

n n n
n k

n k k n n k k k
k k k

T a b s b s b b n+
= = =

= = + − = − − + − × −∑ ∑ ∑  

1

1 1 2 3[1 ( ) ](2 1) 2( 1) 2 ( ) 3 .
2 2 2

n
n k

n
k

nn n
=

+
= − − − − + = −∑

 
阿贝尔求和法是高等数学中的级数求和方法，其本质实际是高等数学中的分部积分思想，在数学竞赛中

求两组数列乘积的和十分便捷，也可以作为此类问题的一般方法。与之相应，此方法的难点在于学生对阿贝

尔求和方法原理的理解存在问题，公式复杂不利于记忆，因为平时不常使用导致计算过程出错。 
在高中数学竞赛中使用阿贝尔求和法，是从高观点出发来解决初等数学中的数列问题，对于竞赛教师来

说，首先要做到自己理解阿贝尔求和法的本质和公式推导过程，熟练运用阿贝尔求和法来解决复杂数列求和

问题，其次设计合理的教学活动，运用讲授法和练习法，也可以利用直观性教学原则帮助学生深度学习公式

的意义，如用面积法来讲授阿贝尔公式的推导过程；对于学生来说，要摆脱畏难心理，调动自己的学习兴趣，

认真理解公式背后的实际意义，通过教学活动去体会公式的价值，勤于练习找出在实际使用过程中的问题并

针对性地解决，发展逻辑推理和数学抽象能力[5]。 
阿贝尔公式法的教学活动可以让学生提早理解分部积分的思想，提前感受级数数学思想，感受数学的和

谐美，并且进一步理解阿贝尔求和变换的更高背景。 
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